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La teoria degli insiemi

Introduzione e

oy La teoria degli insiemi & una teoria matematica di interesse

degli insiemi

autonomo, ma pud anche essere vista come una
“fondazione della matematica”.

Certamente la nozione di insieme & tra le piu fondamentali in
matematica.

Gli oggetti studiati in algebra, analisi, geometria, sono definiti
come insiemi dotati di qualche struttura addizionale.

La teoria degli insiemi vuole analizzare a fondo il concetto di
insieme, e per farlo procede in modo assiomatico.




Come vedere lI’assiomatizzazione

L'assiomatizzazione della teoria degli insiemi €, per certi
aspetti, diversa dall’assiomatizzazione della teoria dei gruppi.

Introduzione e
teoria ingenua

gl foetemf Gli assiomi dei gruppi vogliono catturare alcune proprieta
comuni ad un'ampia collezione di strutture algebriche:

gli assiomi isolano queste proprieta comuni per poi mostrare
che esse implicano altre proprieta, che saranno quindi condivise
da tutte le strutture algebriche in esame.

In teoria degli insiemi non abbiamo (almeno a priori) una
“collezione di strutture insiemistiche” di cui vogliamo isolare le
proprieta comuni, ma piuttosto una nozione intuitiva di insieme.

Questa situazione & simile a quella geometria euclidea che
attraverso una collezione di assiomi cerca di catturare
formalmente le proprieta dei concetti intuitivi di punto, retta. ..




Insiemi ereditari

Lo slogan della teoria degli insiemi &

Introduzione e

teoria ingenua tutto e insieme

degli insiemi

Quindi non consideriamo per esempio all'insieme delle persone
in questa stanza, i cui elementi non sono insiemi.

Consideriamo solamente insiemi i cui elementi sono insiemi,
i cui elementi sono insiemi, i cui elementi sono insiemi, ...

Chiameremo questi oggetti insiemi ereditari.

e Ogni elemento di un insieme ereditario & un insieme
ereditario;

e un insieme di insiemi ereditari € un insieme ereditario.




Brevi cenni storici

A partire dal 1874 Georg Cantor, motivato inizialmente da

Introduzione e

teoria ingenua questioni sulla convergenza delle successioni

degli insiemi

trigonometriche, considera insiemi “arbitrari” di reali.

e Spinto dalle sue ricerche Cantor inizia a formulare una
prima teoria degli insiemi, introducendo la nozione di
cardinalita e poi gli ordinali.

e Alla fine dell’800 Frege propone una prima sistemazione
assiomatica rigorosa della teoria degli insiemi, che viene
demolita dal paradosso di Russell.

e |n seguito al paradosso di Russell emerge
I'assiomatizzazione di Zermelo-Fraenkel (1908-22), che &
quella che vedremo tra poco.




La teoria ingenua degli insiemi

La nostra intuizione ci suggerisce che se P(x) & una “proprieta”
L esiste 'insieme degli oggetti che soddisfano P: {z | P(z) }.

teoria ingenua
degli insiemi

Questo ¢ I'assioma di comprensione, e su di esso si basava
Cantor e poggiava I'assiomatizzazione di Frege.

Se pero P(z) &
x & un insieme che non appartiene a se stesso

ey ={x| P(z)} siarriva ad una contraddizione:
e seycyallora-Ply)ey¢uy;
e sey ¢ yallora P(y) ey €y.

Questo ¢ il paradosso di Russell.




Il linguaggio L.

Il linguaggio della teoria degli insiemi & un linguaggio del
prim’ordine con uguaglianza ed un solo simbolo non logico:
I"appartenenza € che & un simbolo di relazione binario.

T Abbrevieremo €(x,y) con z € y e =(z € y) con = ¢ y.
Gli unici termini sono le variabili.
Esempi di formule di L¢:
reyVo(rezAhw=ux) Verdyy ¢ x
Ve(r € y = # w) Jy(yex ANz ¢y)

Le ultime due formule sono abbreviate da
Vo e y(x #w) e Jy € x(x ¢ y).




Estensioni di Lc

L verra progressivamente ampliato attraverso estensioni per
definizione:
e nuovi simboli relazionali si limitano ad abbreviare formule
Il linguaggio pll\,l Comp|ESSE,
e nuovi simboli di funzione e costante vengono introdotti
quando gli assiomi garantiscono le condizioni di esistenza e
unicita necessarie.

Il simbolo di relazione C e tale che x CystaperVzexzz €Y.

Se abbiamo dimostrato 3!z Vz x ¢ z possiamo estendere il
linguaggio con il simbolo di costante () e aggiungere I'assioma
definitorio Vx z ¢ 0.




L’assioma di estensionalita

Assioma di esistenza di insiemi
Jrxx ==z

Questo assioma (a volte) fa parte della logica.

I primi assiomi

Assioma di estensionalita

VeVy(Vz(z €z <z €y) » x =1y)
Questo assioma afferma che un insieme € individuato
completamente dai suoi elementi.

Cio e giustificato dal fatto che gli elementi di un insieme
ereditario sono a loro volta insiemi.




| primi assiomi

Lo schema di separazione

Vogliamo introdurre un assioma che affermi che possiamo
formare I'insieme degli insiemi che soddisfano una certa
proprieta, ma vogliamo evitare il paradosso di Russell.

Schema di separazione

Se op(x) € una formula in cui y non occorre libera,

€ un'assioma di separazione la chiusura universale di:
VzIyVe(z €y <z € 2 A p(x))

Questo assioma asserisce che, dato un insieme z possiamo

separare al suo interno gli elementi che soddisfano ¢,

e formare con essi un nuovo insieme.

Rispetto alla comprensione € comparso x € z.

Usando estensionalita si vede subito che I'y di cui si asserisce
I'esistenza & unico, e lo denotiamo con {z € z | ¢(x) }.



L’esistenza di ()

Esiste un unico insieme z tale che Vx x ¢ z. \

Dimostrazione.

I primi assiomi

Sia y un insieme la cui esistenza & garantita dall'assioma di
esistenza di insiemi.

Per separazione sia z ={zx €y |z #x}.

E' chiaro che Vzx ¢ 2.

L'unicita di z e garantita dall’assioma di estensionalita. [

Come gia annunciato, indicheremo con () I'insieme di cui
abbiamo provato esistenza e unicita.




L’esistenza dell’intersezione

Lemma

Dati x e y esiste un unico insieme z tale che
Vu(u€z<—>u€x/\u€y).

I primi assiomi

| A\

Dimostrazione.

Per separazione sia z ={u €z |uecy}.
z ha la proprieta richiesta e I'unicita segue dall’assioma di

estensionalita. O

Indicheremo con z Ny I'insieme di cui abbiamo provato
esistenza e unicita.




I primi assiomi

Il paradosso di Russell in ZF

Teorema
Non esiste un insieme z tale che Vxx € z.

Dimostrazione.

Per assurdo se esiste un tale z poniamoy ={z €z |z ¢ x }.
Dato che y € z si ha y € y <> y ¢ y, contraddizione. O

Il paradosso di Russell & diventato un teorema della teoria degli
insiemi.

Il teorema asserisce che non esiste |'insieme di tutti gli insiemi:
quella “collezione” & troppo grande per essere un insieme.

In teoria degli insiemi usiamo informalmente { z | p(z) } per
denotare una classe, che non sempre & un insieme.

Abbiamo mostratoche V={z |z =z} e {z |z ¢ x } non
sono insiemi, ma classi proprie.



I primi assiomi

L’assioma della coppia

Gli assiomi introdotti finora non garantiscono I'esistenza di
nessun insieme oltre a (). Infatti se |I'universo contiene solo ) i
tre assiomi sono soddisfatti.

Introduciamo ora assiomi che affermano |'esistenza di insiemi
pit complessi di quelli di partenza.

Assioma della coppia
Va:VyEIzVu(u Ezou=zVu= y)

Lo z di cui si afferma I'esistenza & unico per estensionalita e lo
indichiamo con {z,y}.

Quando x = y usiamo {z} al posto di {z,x}.
Abbiamo quindi “nuovi” insiemi: {0}, {{0}}, {0,{0}}, ecc



Coppie ordinate

Definiamo ora (z,y) {{93} {z, y}}

(x,y) rappresenta la coppia ordinata formata da = e y in
quest’ordine (notare che (x,y) # (y,x) quando x # y).

Se (x,y) = (u,v) allorax=uey=n.

Dimostrazione.

Se x # w allora {z} # {u}.

Dato che {z} € (z,y) = (u,v) deve essere {z} = {u,v}.
Ma allora = u, contraddizione. Quindi z = w.

Se y # v allora {z,y} # {z,v} = {u,v}.

Quindi {z,y} = {u} {z} e deve essere x = y.

Ma allora (z,y) = {{z}} e {u,v} = {a}.
Percio y = ¢ = v, contraddizione. Quindi y = v. [




L’assioma dell’unione

Gli assiomi introdotti finora garantiscono solo I'esistenza di
insiemi con al pit due elementi.

Assioma dell’unione
VxEIzVu(u Ezeodyezue y)

I primi assiomi

Lo z di cui si afferma I'esistenza & unico per estensionalita e lo
indichiamo con (Jz. Poniamo anche z Uy = (J{z,y}.

Lemma

Per ogni x, y e z esiste un unico insieme {x,y, z} tale che
Vu(u € {z,y,z} Gu=zVu=yVu=z).

{x,y,z}ZU{{x,y},{z}}. ]

v




Intersezione

Non c’é bisogno di un assioma dell’intersezione:

| primi assiomi

sex#Deyecxallora{zecy|Vuecxzecu} non dipende da
y e pud essere chiamato () z.

Avevamo gia definito x Ny, esi ha zNy = {z,y}.




| primi assiomi

Lo schema di rimpiazzamento

Vorremmo costruire il prodotto cartesiano degli insiemi A e B.

Per farlo & utile, per y € B, poter “rimpiazzare” A con

I'insieme delle coppie ordinate (z,y) con x € A.

Schema di rimpiazzamento

Se ¢(x,y) € una formula in cui Y non occorre libera,

€ un'assioma di rimpiazzamento la chiusura universale di:
Ve e Adlyp(x,y) > Y Ve € ATy € Y p(x,y)

Questo assioma asserisce che, se Vo € A3y ¢o(x,y), possiamo
rimpiazzare gli « € A con gli y che soddisfano p(z,y) e
ottenere un nuovo insieme.

Infatti dato YV definiamo Y/ ={y €Y | 3z € Ap(z,y) }.

Y’ & I'unico insieme tale che
Vy(y €Y' + 3z € Ap(z,y))



Immagini di insiemi

Se t(x) & un termine (ottenuto con i vari simboli di funzione
U introdotti) allora si ha Vo € Adlyy = t(x).

Il rimpiazzamento assicura |'esistenza di un unico Y’ tale che
Vy(y €Y' < 3z € Ay =t(x)).

Questo Y’ viene indicato con {t(z) |z € A}.




Il prodotto cartesiano

Dati A e B fissiamo y € B.

Poniamo prod(A,y) = {(z,y) |z € A}

e poi prod' (A4, B) = {prod(4,y) |y € B}.
Definiamo A x B = |Jprod'(4, B).

Si verifica che

Vu(uEAXB(—)EIxEAEIyEBu:<x,y>)

e quindi A x B ¢ effettivamente il prodotto cartesiano di A e B.




Relazioni come insiemi

Diciamo che un insieme R € una relazione se i suoi elementi
sono coppie ordinate, cioé se Vu € R3z,yu = (z,y).

Per qualsiasi R definiamo
dom(R) ={z €| J|JR| Ty (x,y) € R}
ran(R) = {y € [ JUUR |3z (z,y) € R}

R & una relazione se e solo se R C dom(R) x ran(R).
Spesso scriviamo = Ry al posto di (z,y) € R.
Un ordine parziale & una coppia ( A, R) dove R & una relazione,
Vee A—x RxeVr,y,z€ A(eRyANyRz— x Rz).
Un ordine lineare & un ordine parziale ( A, R) tale che
Ve, y € Alx #y > xRy VyRx).
Un buon ordine & un ordine lineare ( A, R) tale che
VO(C CANC#D—TexeCVyeC—yRux).




Funzioni come insiemi

Diciamo che un insieme f & una funzione se & una relazione e
Vo € dom(f) Iy (x,y) € f.

f: A — B significa

f & una funzione A dom(f) = A Aran(f) C B.
Se f:A— Bexc A, f(x) & 'unico y tale che (z,y) € f.
SeC C Aallora f | C = fn(C x B) & una funzione e
poniamo f"C =ran(f | C)={ye B |3z e C f(z)=y}.
Questa notazione ¢ diversa da quella dell'analisi, che usa f(C).
Quando C' C A e C € A quella notazione sarebbe ambigua.

Iniezioni, suriezioni e biiezioni sono definite usualmente.

Siano R e S relazioni. Scriviamo (A, R) = (B, S) se esiste
una biiezione f: A — B tale che
Vu,v € A(uRv <+ f(u)S f(v)).




Ordinali

Un insieme = & una transitivo se i suoi elementi sono anche
suoi sottoinsiemi, cioé se Vy € xVz € yz € x.

Alcuni insiemi transitivi: 0, {0}, {0,{0}}, {0,{0},{{0}}},
{0,{0},{0,{0}}}. Anche gli « tali che z = {x}.

Alcuni insiemi non transitivi: {{0}}, {0, {{0}}}.

Un ordinale € un insieme transitivo ben ordinato da €, cioe
(z,€4) € un buon ordine dove €, = {(y,z)caxxz|yecz}

Alcuni ordinali: 0, {0}, {0,{0}}, {0,{0},{0,{0}}}.

Un insieme transitivo che non & un ordinale & {0, {0}, {{0}}}.
Infatti ) € {0} € {{0}} ma 0 ¢ {{0}} e quindi € non &
transitiva su questo insieme.

Se x = {z}, x non & un ordinale perché non ha elemento
minimo.



Alcune proprieta degli ordinali

@ Se x & un ordinale e y € x allora y & un ordinale;

® se z e y sono ordinali e z = y (cioe (z,€,) = (y, €y))
allora x = y;

Ordinali © se x e y sono ordinali allora vale esattamente una tra
rTeEY, T=yY, Yy <,
O se x, y e zsono ordinali talichex € y e y € z allora z € z;
@ se (A, R) & un buon ordine allora esiste un unico ordinale
x taleche z 2 (A R).
Le lettere greche minuscole indicano sempre ordinali.
Scriviamo « < S8 al posto di a € .




Insiemi di ordinali

e Se C' & un insieme non vuoto di ordinali () C' ¢ il suo
minimo, denotato min C';

Ordinali

e se C & un insieme di ordinali (| C' & il suo estremo
superiore, denotato sup C;

e non esiste un insieme cui appartengono tutti gli ordinali
(paradosso di Burali-Forti).




| naturali come ordinali

Per ogni insieme x poniamo S(x) = z U {z}.
Se x & un ordinale anche S(z) lo e.

() & un ordinale e, quando visto come ordinale, lo scriviamo 0.
1=5(0) ={0}, 2=5(1)={0,1}, 3=5(2)={0,1,2}
4=25(3)={0,1,2,3}, 5=5(4)=1{0,1,2,3,4}, ......

« & un ordinale successore se 30 o = S(f).

« & un ordinale limite se & # 0 non & un ordinale successore.

a & un naturale se VB < (8 =0V (3 & un successore).

Per ora non possiamo dimostrare |'esistenza dell'insieme dei
naturali.

Le lettere n,m,1,j,k,¢,... indicano sempre naturali.



Induzione sugli ordinali

Teorema (Induzione sugli ordinali)

Se ¢ & una formula per cui vale Va (V3 < ap(8) — ¢(a)),
allora Vo ().

Teorema (Induzione per casi sugli ordinali)

Se ¢ e una formula per cui valgono

e ©(0);

e Va(p(a) = p(S(a)));

o VA(X & limite \VB < Ap(B) = ¢(N));
allora Vo p(av).




Induzione sui naturali

Teorema (Induzione sui naturali)

Se ¢ & una formula per cui vale Vn(Vm < n¢(m) — ¢(n)),
allora ¥'n p(n).

V.

Teorema (Induzione per casi sui naturali)

Se ¢ & una formula per cui valgono
e (0);
o Vn(p(n) = o(S(n)));

allora ' p(n).




L’assioma dell’infinito

Gli assiomi introdotti finora garantiscono solo I'esistenza di
insiemi con un numero finito di elementi.

Assioma dell’infinito
Jy( ey AVz € yS(z) € y)

et Se y & l'insieme di cui I'assioma afferma I'esistenza & facile

dell'infinito e
dell'insieme

potenza dimostrare per induzione che Vnn € y.

Allora si puo definire I'insieme dei numeri naturali:
w={x €y|xeunnaturale}
che non dipende da y.

w € un ordinale, il pil piccolo ordinale limite.

Allora anche S(w), S(S(w)), ... sono ordinali.




Operazioni sugli ordinali

L'induzione sugli ordinali ci permette di effettuare definizioni
per ricorsione sugli ordinali.

Senza descrivere in generale il procedimento, diamo alcuni
esempi di operazioni che estendono quelle solite sui naturali:

somma o+ 0=«

el a+S(B) = S(a+p)

petanea™ at+A=sup{a+p |8 <A}

prodotto a-0 =10
a-SB)=a-f+a
a-A=sup{a-[|B <A}

esponenziazione o =1
WSO — 0f o

o =sup{a® | B < N}

Con queste operazioni otteniamo w + w,w - w,w*, ...




Realizzazioni concrete di somma e prodotto
ordinali

o + B puo essere caratterizzato come |'unico ordinale isomorfo
al buon ordine ((ar x {0}) U (8 x {1}), R) dove

(7, 1) R(6,4) <»i<jV(i=jAy<9).

Analogamente « - 3 & |'unico ordinale isomorfo al buon ordine
(ax f,R) dove

(7, ) R(Y,d") < d<dV(i=0dNy<v).




Aritmetica ordinale

Somma e prodotto ordinali non sono commutativi:
e ltw=w<w+1l=_85Ww);
e 2 wWw=w<w-2=w+w.

Per ogni «, B e «
cat+(f+7)=(a+p8)+
cea+0=04+a=aea+l1=>75a);
e f=~vseesolose a+ 3 =a-+7;
e f<~vyseesolose a+ < a-+7;
ca-(B-y)=(a-B) 7

e - 0=0-a=0ea-1=1-a=q;

sea>0allorag=7vseesolose -8 =a-7;

sea>0allorag<~vyseesolose a-f8 < a-v;
a-(f+y)=a - B+a-y.




L’assioma dell’insieme potenza

Un ulteriore assioma garantisce |'esistenza di insiemi sempre piu
grandi.

e L’assioma dell’'insieme potenza

dell'infinito e

delansieme Vo IyVz(z €y > 2 Cx)

Lo z di cui si afferma I'esistenza & unico per estensionalita e lo
indichiamo con P(z).




Equipotenza

Siano = e y due insiemi
e r =<y se esiste f:x — y iniettiva;

e T Ay se esiste f:x — y biiettiva (z e y sono
Gli assiomi eqL“pOtent'),

dell'infinito e
dell'insieme

S e x<ysexyexy.

=< & riflessiva e transitiva, &~ & una relazione d’equivalenza.

Teorema (di Cantor—Bernstein—Schréder)

Sex=yey=Xx allorax=~y.




Il teorema di Cantor

Teorema (di Cantor)

Per ogni insieme x, x < P(x).

Dimostrazione.

Gli assiomi Y {y} mostra z < P(l')

dell'infinito e
dell’insieme

ptanzs Se f:x — P(x) mostriamo che f non & suriettiva.

Saz={yez|yé¢ fly)}
Se fosse z = f(y) per qualche y € x allora

yezeye fly) «yéz

Percio z ¢ ran(f). O




Un assioma limitativo

Tutti gli assiomi introdotti sinora, salvo estensionalita, hanno
garantito |'esistenza di insiemi.

L'assioma di estensionalita ha ristretto I'ambito della teoria

degli insiemi agli insiemi ereditari.

L acsioma di L'ultimo assioma di ZF invece limita |'esistenza di insiemi,

fondazione . . - . . . . N
imponendo che tutti gli insiemi abbiano una certa proprieta.

In realta anch’esso restringe |I'ambito della teoria degli insiemi
ad un certo tipo di insiemi: gli insiemi ben fondati.




Gli insiemi ben fondati

Per ricorsione definiamo
Vo =0;
Va+1 = P(Va);
W=W{Vala<A}

Sia WF ={z|3azeV,}.

Un insieme & ben fondato se appartiene a WF.

Liassioma di La ragione per restringere la nostra attenzione agli insiemi ben
fondati & duplice:

e gli insiemi ben fondati si comportano “bene” e non
presentano certe “patologie”; ci sono utili strumenti
tecnici per studiarli e I'universo degli insiemi ben fondati
ha una descrizione semplice ed elegante;

e gli oggetti matematici sono rappresentati (a meno di
isomorfismo) negli insiemi ben fondati.




L’assioma di fondazione

L’assioma di fondazione
Ve(z #0—JycavVzeyz ¢ x)

In altre parole, ogni insieme non vuoto ha un elemento
minimale rispetto a €.

L'assioma di fondazione & equivalente a V = WF.

Lo — Alcune conseguenze dell’assioma di fondazione sono:

fondazione

e non esistono insiemi che appartengono a se stessi:
se x € z, {x} non ha elemento minimale;

e non esistonoz ey talichezcyeyecx
(considerare {z,y});

e non esistono funzioni f con dom(f) =w e
Vn f(n+1) € f(n) (considerare ran(f)).




Abbiamo completato la descrizione degli assiomi di ZF,
la teoria degli insiemi di Zermelo-Fraenkel!



L’assioma della scelta

Una funzione di scelta su z & una funzione f con dom(f) ==
tale che Vy € z(y # 0 — f(y) € y).

L’assioma della scelta
Ogni insieme ha una funzione di scelta

L'assioma della
scelta

L'assioma della scelta € indicato con AC.

In ZF AC e equivalente a:

e il teorema del buon ordinamento:
Vz3R((x,R) & un buon ordine);

e il lemma di Zorn.




Abbiamo completato la descrizione degli assiomi di ZFC,
la teoria degli insiemi di Zermelo-Fraenkel con sceltal



Cardinalita

In ZFC ogni x puo venir ben ordinato e esiste « tale che a ~ .

Definizione

Indichiamo con |z| la cardinalita di z, ciog il pit piccolo
ordinale « tale che a ~ z.

Cardinali

L'operazione x — |x| sceglie un rappresentante da ogni classe
d’'equivalenza rispetto a ~.

Dal teorema di Cantor segue che |z| < |P(z)|.




Insiemi finiti e infiniti

Definizione

Un insieme x &

e finito, se |z| < w;

Cardinali

e numerabile, se |z| = w;

e pil che numerabile, se |z| > w.




Cardinali

Cardinali

Definizione

Un cardinale & un ordinale « tale che |a| = «a,
cioe tale che VB < af # a.

Le cardinalita di insiemi sono cardinali, cioé ogni |z| & un
cardinale.

Si verifica facilmente che ogni ordinale < w & un cardinale.

| cardinali > w sono ordinali limite.

Dal teorema di Cantor segue che Yoo 33 > « (8 & un cardinale).
Infatti 5 = |P(«)| fa al caso nostro.

Indichiamo con at il pil piccolo cardinale > a.

Le lettere x, i, v, ... indicano sempre cardinali.



La funzione aleph

Per ricorsione definiamo
Ny = w;
Na—i—l = (Na>+;
Ny =sup{ N, |a< A}

La funzione o — N, enumera in ordine crescente tutti i
cardinali infiniti.

Cardinali

| cardinali della forma R, 1 sono detti cardinali successori
(sono kT per qualche k).

Quelli della forma Ry per A ordinale limite sono detti cardinali
limite.




Equivalenti e
forme deboli
dell'assioma
della scelta

Equivalenti di AC

In ZF AC & equivalente a:

il teorema di Tychonoff: il prodotto di spazi topologici
compatti & compatto;

ogni gruppo ha un p-sottogruppo massimale (per
qualunque p primo fissato);

ogni anello commutativo con identita ha un ideale
massimale;

ogni insieme che genera uno spazio vettoriale ha una base;
la sfera unitaria del duale di uno spazio vettoriale normato

su R contiene un punto estremo (cio& un punto che non &
nell'interno di nessun segmento contenuto nella sfera).



Equivalenti dell’assioma della scelta
numerabile

Indichiamo con AC,, la restrizione di AC ad insiemi numerabili.
AC,, & strettamente piu debole di AC.
In ZF AC,, & equivalente a:
e |'unione di un insieme numerabile di insiemi a due a due
disgiunti ha un sottoinsieme numerabile;

Equivalenti o e ogni spazio topologico o-compatto (cioe che & unione

Gl e numerabile di compatti) & Lindeldf (ogni ricoprimento
aperto ha un sottoricoprimento numerabile);

e ogni funzione a valori reali su uno spazio metrico che sia
sequenzialmente continua & continua.




Somma e prodotto cardinali

Definiamo somma e prodotto cardinale appoggiandoci sulle
corrispondenti operazioni ordinali:

kOp=|c+pu; wRp=|k-pl
Aritmetica Perognimenym@n:m+nem®n:m-n_ \

cardinale

Teorema

Se k e pu sono > 0 e almeno uno dei due é infinito,
K@ pu=kK®pu=max{k, pu}.

Quindi somma e prodotto cardinale non sono molto
interessanti.




L’esponenziazione cardinale

Sia *y ={ f | f € una funzione A dom(f) =z Aran(f) Cy}.

Ty esiste come insieme perché & incluso in P(z X y).

Definizione

Se k e u sono cardinali I'esponenziazione cardinale & definita da
K = Mg

Aritmetica

B Si vede facilmente che P(z) ~ *2 e quindi |P(z)| = 2/*I.

Dal teorema di Cantor segue che k < 27,

Ma qual & la distanza tra x e 27 E in particolare tra Rg e 2807

L'ultima questione & di particolare rilevanza perché Ry = |N| e
2% — |R|.




L’ipotesi del continuo

Cantor nel 1877 formuld I'ipotesi del continuo CH: 280 = X;.

CH afferma che la cardinalita del continuo (= R) & la minima
possibile.

Un altro modo di enunciare CH ¢ il seguente:
ogni insieme piu che numerabile di reali ha la cardinalita di R.

CH occupava il primo posto nella lista dei problemi aperti per
la matematica del XX secolo preparata da Hilbert per il
Congresso Internazionale dei Matematici del 1900 a Parigi.

L'ipotesi del
continuo

Hausdorff nel 1908 propose I'ipotesi generalizzata del continuo
GCH: Va 2N0‘ = Na+1-

GCH afferma che i valori di 2% sono i minimi possibili.




Equivalenti di CH

In ZFC CH & equivalente a:

e esiste un insieme A C R? tale che per ogni a € R
ambedue gli insiemi {x € R | (z,a) € A} e
{yeR|(a,y) ¢ A} sono numerabili.

e esiste una partizione numerabile di R? tale che nessun

Lpotesi del elemento della partizione contiene i vertici di un triangolo

rettangolo.




Il teorema di Godel

Teorema (Godel, 1940)
Se ZFC é coerente, allora anche ZFC + CH é coerente.

Quindi ZFC non pud dimostrare che |'ipotesi del continuo &
falsa (a meno che ZFC sia incoerente).

Godel ottenne il teorema definendo in ZFC una classe propria in

| risultati di

cui vale ZFC + CH.




Il teorema di Cohen

Teorema (Cohen, 1963)
Se ZFC é coerente, allora anche ZFC + —CH é coerente.

Quindi ZFC non puo dimostrare che I'ipotesi del continuo &
vera (a meno che ZFC sia incoerente).

Diciamo che CH & indipendente da ZFC.

Cohen ottenne il teorema introducendo la tecnica del forcing

| risultati di

indipendenza per costruire modelli di ZFC con varie proprieta aggiuntive,
quali ad esempio —=CH.

A partire dal teorema di Cohen il forcing ha fornito una miriade
di risultati di indipendenza.




L’aritmetica del second’ordine

@ Introduzione
® Il linguaggio L-
© Primi passi in Z,

O Parliamo solo di naturali e insiemi di naturali?




L’aritmetica del second’ordine

Introduzione

L'aritmetica del second’ordine Z5 estende I'aritmetica di Peano
PA affiancando ai numeri naturali oggetti “del second’ordine”,
cioeé insiemi di numeri naturali.

Similmente si puo sviluppare I'aritmetica del terz'ordine,
che considera anche insiemi di insiemi di numeri naturali,
e cosi via.




Introduzione

Il sistema Z,

Z5 & una teoria nel linguaggio Lo che presenteremo tra poco:
consiste di tutte le conseguenze logiche degli assiomi che
introdurremo.

Nei prossimi giorni studieremo alcuni sottosistemi di Zo

che si sono rivelati importanti nella formalizzazione della
pratica matematica,

in particolare nel programma della reverse mathematics.

La logica che utilizzeremo e sempre quella classica:
faremo uso del terzo escluso e di dimostrazioni per assurdo.

Negli ultimi anni € iniziato lo studio della reverse mathematics
dal punto di vista intuizionistico e costruttivo,
che non affronteremo.



Un linguaggio a due sorte

Il linguaggio per I'aritmetica del second’ordine Lo
€ un linguaggio a due sorte.

Le variabili della prima sorta sono tipicamente n,m,¢,1,7j, ...
Sintassi e le pensiamo interpretate sui numeri naturali (elementi di N).

Le variabili della seconda sorta sono tipicamente X,Y, 7, ...
e le pensiamo interpretate sugli insiemi di numeri naturali
(sottoinsiemi di N).

Lo puo essere visto come un linguaggio del prim'ordine,
aggiungendo due predicati unari N e [
e mettendo come assioma

V:E((N(x) VI(z)) A=(N(z) A I(x)))




Simboli non logici di £,

| simboli di costante sono 0 e 1, entrambi della sorta numerica.
| simboli di funzione vanno dalla sorta numerica in se stessa:
+ e - sono entrambi binari.

Sintass n+1en-(m-+n)+ 0 sono termini numerici.

Ci sono tre simboli di relazione binari:

< e = coinvolgono due termini numerici,
€ collega un termine numerico ad una variabile insiemistica.

n+1<0+1+1,n+1l=n-(m+n)+0,
neXen-(m+n)+0¢€ Z sono formule atomiche.

Stiamo usando le usuali convenzioni di scrittura
e di precedenza tra le operazioni.

Le interpretazioni intese di questi simboli sono quelle ovvie.




Due uguaglianze

Il simbolo = & inteso essere |'uguaglianza tra numeri,
e soddisfare gli usuali assiomi della logica con uguaglianza.

Sintassi

Notiamo invece I'assenza del simbolo di uguaglianza tra insiemi.
La formula X =Y & un'abbreviazione per

Vnne X <>neY).

Cio che caratterizza un insieme sono i numeri che gli
appartengono.




Quantificatori limitati

Sia t un termine numerico in cui non compare la variabile n.
e e Vn < ty sta per Vn(n <t — ¢);
e dn <ty sta per In(n <t A p).

Le formule X9 sono quelle che non contengono quantificatori
insiemistici e in cui tutti i quantificatori numerici sono limitati.
Una formula £ puo avere variabili insiemistiche libere.

Im<m+ln-m+kecX) &X)




Sintassi

Alcune classi di formule

e Una formula & X9 se & della forma 3n ¢ dove ¢ & Y;

e una formula & TI{ se & della forma Vn ¢ dove ¢ & 0,
e una formula & 22 se & della forma Iny Vno ... Qnryp
dove ¢ & 28;
e una formula & Hg se & della forma Vni Ing ... Qnip
dove ¢ & 29.
X =Y (cheeVn(ne X <»ncY)) eIl

Quando diremo che una formula & X9 intenderemo sempre a

meno di equivalenza. La negazione di una formula % & T19.
0 3 0 0

Una formula 3} ¢ anche 3, e IT; ;.

Le formule 2 sono strettamente connesse con gli insiemi c.e.,
e cosi via.



Altre classi di formule

Una formula & aritmetica se non contiene quantificatori
insiemistici.
Le formule 39 e TI sono aritmetiche.

e Una formula & ] se & della forma 3X ¢
dove ¢ & aritmetica;

Sintassi

e una formula & IT} se & della forma VX ¢
dove ¢ & aritmetica;

e una formula & 2,11C se e della forma 3X; VX5 ... QX
dove ¢ & aritmetica;

e una formula & H}C se € della forma VX7 3Xs ... QX
dove ¢ & aritmetica.

Quando diremo che una formula & Z,lC intenderemo sempre a

meno di equivalenza. La negazione di una formula 31 & II}.
1 s 1 1

Una formula X} & anche ¥, e IT ;.




Semantica

Modelli per L,

Un modello per L5 & del tipo

M - (MstaoMa 1M7+M7'M7<M)'

M & un insieme su cui variano le variabili numeriche,

a cui appartengono O e 1ay,

su cui operano le funzioni binarie + € - A,

i cui elementi possono essere nella relazione binaria <.

= & interpretato come l'identita su M.

St € una collezione di sottoinsiemi di M
e su di esso variano le variabili insiemistiche.

t € X & interpretato come vero se tM
(I'interpretazione del termine numerico t in M)
appartiene all’elemento di Spq cui & assegnata X.



w-modelli

Il modello inteso per £ &
(w,P(w),0,1,+,-,<).
. dove w & il “vero” insieme dei naturali.
Un w-modello per L5 & un modello della forma
(w,8,0,1,+,-,<)

con § C P(w).

In questo caso spesso parliamo dell'w-modello S.

Per esempio REC & I'w-modello degli insiemi computabili,
ARITH & I'w-modello degli insiemi aritmetici

(cioé definibili nel linguaggio senza variabili insiemistiche e €).




Gli assiomi aritmetici

e Vn(n+1#0);

e VnVm(n+1l=m+1—n=m);

e Vn(n+0=n),

e VnVm(n+ (m+1) = (n+m)+1);

e Yn(n-0=0);

e VnVm(n-(m+1) = (n-m)+n);

e Yn-(n < 0);

e VnVm(n<m+1<+ (n<mVn=m)).




Gli assiomi

Lo schema di comprensione

Se ¢ & una formula di L5 con una variabile libera numerica n
evidenziata, ed in cui X non ¢ libera € un'assioma di
comprensione la chiusura universale di:

X Vn(n € X < ¢(n)).

X & unico (per la definizione di = tra insiemi)
e lo indichiamo con {n | p(n) }.

Ad esempio {n | Im(m +m = n) } e I'insieme dei numeri pari.
Altre variabili (numeriche e insiemistiche) possono essere libere
in ¢, e si dice che sono parametri nell'istanza di comprensione
che stiamo considerando.

Ad esempiose p & Fk(n=m-k)A(n¢ Y An € 2)
comprensione asserisce che, per qualsiasi m, Y, Z,

esiste I'insieme dei multipli di m che appartengono a Z\ Y.



L’assioma di induzione

VX(0e X AVn(ne X »n+1€X)—Vn(ne X))

Combinando lo schema di comprensione e |'assioma di
induzione otteniamo lo schema di induzione:

Se ¢ € una formula di £y con una variabile libera numerica n
evidenziata (e possibilmente altre variabili libere)

©(0) AVn(p(n) = (n+1)) = Yne(n).




Come ottenere sottosistemi di 75

| sottosistemi di Zy che ci interessano si ottengono, in linea di
massima, restringendo le formule che compaiono nello schema
di comprensione e, in alcuni casi, sostituendo |'assioma di
induzione con lo schema di induzione ristretto ad una certa
classe di formule.

Gli assiomi

Per esempio il sistema II1-CAq si ottiene restringendo
lo schema di comprensione alle formule H,lc.

Si sa che H,1€+1—CA0 e strettamente piu forte di H}C—CAO.
Ovviamente Z5 = |, l'Illg—CA0 ed & anche chiamato II._-CA,.




Due w-modelli per Z,

[l modello inteso (w, P(w),0,1,4+,-, <) &€ un modello di Z5.

{{n|e(n)} | formula di L5 con n unica variabile libera }

€ numerabile ed & il pill piccolo w-modello di Z5.




Proprieta delle operazioni

(m+n)+p=m+(n+p)
O0+m=m
l1+m=m-+1

e m+n=n+m

m-(n+p)=m-n+m-p
(m-n)-p=m-(n-p)
(m+n)-p=m-p+n-p
0-m=20

el-m=m

rimi svi
algebrici

*e m-n=mn-m

Le chiusure universali di queste proprieta si dimostrano per
induzione sull'ultima variabile in ordine alfabetico.




Proprieta dell’ordine

em<nAn<p—-m<p
em<n—-m+1l<n+l1
em+l<n+l—-m<n
en#0—->0<n

em<nVm=nVn<m

Primi sviluppi

algebrici e M <n

em<n—m+p<n-+p
em+p<n+p—o-rm<n
em<m+n+1
em+p=n+p—o-m=n
pEOAM<n—m-p<n-p
pEOAM-p<n-p—o>m<n

pEO0OAmM-p=n-p—o>m=n




Primi sviluppi

algebrici

Sottrazione

Vogliamo mostrare che m < n — 3k <n(m+k+1=n).
Procediamo per induzione su n.

caso base: —=m < 0 € un assioma e non c'e nulla da provare.
passo induttivo: se m < n + 1 per uno degli assiomi m <n
oppure m = n.

Se m < n per induzione esiste k < n tale che m+k+ 1 =n.
Allorak+1l<n+lem+(k+1)+1=n+1

per le proprieta precedenti.
Sem=mnallora0<n+lem+0+1=n+1

per un assioma e una proprieta precedente.

In particolare n # 0 — Im < n(m + 1 =n).

Finora abbiamo usato I'induzione solo su formule 0.



Un linguaggio per la matematica

Hermann Weyl (Das Kontinuum, 1917) e Hilbert e Bernays
(Grundlagen der Mathematik, 1968-70) furono tra i primi a
mostrare che in (un sistema analogo a) Zs si pud formalizzare
una parte considerevole della matematica usuale.

Ma come & possibile parlare di numeri reali, funzioni continue o
derivabili, gruppi, ordini parziali, ordinali, ecc. in un linguaggio

Parliamo solo

& eiE @ in cui abbiamo solo elementi e sottoinsiemi di N?
insiemi di

naturali? Useremo codifiche, analoghe a quelle dei naturali in ZF.

Il limite & quello della numerabilita degli oggetti considerati.
Quindi consideriamo solo strutture algebriche numerabili.
E i reali, che sono pit che numerabili?

La struttura metrica e d’ordine di R sono determinate dal suo
essere completamento di QQ, che & numerabile.

Sfrutteremo la separabilita per codificare R (e le funzioni
continue su R) in Zy e nei suoi sottosistemi.




Le limitazioni della formalizzazione

In Lo formalizziamo quindi la matematica numerabile, che
comprende geometria, analisi classica, analisi reale e complessa,
topologia degli spazi metrici completi separabili e teoria
descrittiva degli insiemi.

Barliamo <ol Non possiamo formalizzare in Lz la
di naturali e matematica piti che numerabile:

insiemi di

naturali?

topologia generale, analisi funzionale astratta,
algebra piu che numerabile, combinatorica piu che numerabile,
teoria degli insiemi, ...

Queste parti della matematica moderna sarebbero inconcepibili
senza la rivoluzione insiemistica avviata da Cantor:

non & sorprendente che richiedano un linguaggio insiemistico
pit espressivo di quello di Ls.




Coppie di numeri

(i,5) = (i +§)* +i

Questo termine definisce una funzione coppia su N.

o i< (i,5) ej < (i,4);
e (i,j)=(m,n) >i=mAj=n.

v

o i <i+j < (i+4)? < (0,9);

e Sia { =i+ 7. Allora /2 < (i,j) < (¢+ 1)? e non vi sono
altri £ con questa proprieta, cioe vale anche £ = m + n.
i=(i,7) —¢?> e j=4{—isiricavano da (i,5) e /

e lo stesso si farebbe con m e n. O

Insiemi e
successione finite




Contrazione di quantificatori

L'esistenza della funzione coppia su N permette
di contrarre quantificatori numerici dello stesso tipo.

Se e X

330 kI <kIj<k(k=(,j)N0) &}

Insiemi e

successione finite

ViVj0 < VEVi < kVj < k(k=(i,j) — 0) &TII).




Coppie di insiemi

Le coppie di insiemi possono venir codificate direttamente
ponendo

(A,B)=A@B={2n|neA}u{2n+1|neB}.

Insiemi ¢ Successioni infinite di insiemi possono venir codificate ponendo

successione finite




Insiemi e

successione finite

Insiemi finiti

Diciamo che X & finito se FkVi(i € X — i < k).

Se X é finito esistono k, m,n tali che
Vi(i € X 3 i <kAm(i+1)+1 dividen).

Questo Lemma & dimostrato sviluppando in Z,
alcune parti dell’aritmetica elementare
(divisibilita, numeri relativamente primi).

L'esistenza di m e n & dimostrata per induzione:
lo schema di induzione & applicato a formule 2(1).



Codici per insiemi finiti

Il Lemma ci permette di codificare gli insiemi finiti:

Definizione

Se X e finito il suo codice & il minimo numero del tipo
(k,(m,n)) tale che k,m,n soddisfano il Lemma.

Questa codifica €, in un certo senso, arbitraria.

Insiemi e

ppt e  Cio che importa & che esistono formule di £ che esprimono
“(k, (m,n)) & il codice per un insieme finito" e
“i appartiene all'insieme codificato da (k, (m,n))".

Entrambe queste formule sono X

Se p ¢ il codice per X allora ¢ < p per ogni i € X.




Successioni finite

Una successione finita di numeri naturali & un insieme finito X
tale che

O VneXIidjin=(i,7);

@ ViVjivk((i,j) € X A(i,k) € X — j =k);

© 3Vi(i <<+ 3j(i,j) € X).
Il numero £ & determinato da X ed & la sua lunghezza.
e || codice per la succ X € il suo codice come insieme finito.
N<N & I'insieme delle successioni finite di numeri naturali,
cioé dei loro codici.
N<N esiste per comprensione applicata alla formula

“p & il codice di un insieme finito” A1TA2A3

che & 28 perché tutti quantificatori sono limitati da p.




Insiemi e

successione finite

Operazioni su successioni finite

Indicheremo gli elementi di N<N con o, 7, p, ...

|o| & la lunghezza della successione codificata da o.
Se i < |o|, o(i) & I'unico j tale che “(i,5) € 0.

= (0(0),0(1),...,0(lo| =1)) = (a(i) : i < o])
Y ¢:<a(0), (IUI—l) 7(0), ..., 7| = 1))
o (m) =(0(0),...,0(lo| = 1),m)
on] = (a(0),...,0(n—1)) = (a(i) :i <n)

o C 7 significa che o & un segmento iniziale di 7, cioé
In < |r|o = T[n].

Le formule |o| = ¢, 0(i) = j, 0°7 = p, 0 C T sono 2.

Inoltre |o| < o e o(i) < 0.



Quantificatori limitati e complessita di
formule

Usando le successioni finite abbiamo

Vi < k3j0(i, 4, k) <> Jo(lo| =k AVi < k6(i,0(i), k))
< 3Jo(lo| =kAVi<k3Ij <o(j=0(i)A0(i,jk)))

Insiemi e

el Questa equivalenza mostra che se ¢ & X0 o TIY,
allora Vi < k¢ e 3i < k ¢ sono pure X9 o TIY.




Composizione

XxY={k|H<kI<k(icXAjeYANk=(i]))}

Una funzione f: X — Y & uninsieme f C X x Y tale che
Vie X3j €Y (i,j) € f.

Sef: X —>YeiecX, f(i) &l'unico j € Y tale che (i,7) € f.

In Z5 si dimostra che le funzioni sono chiuse per composizione,
cioese f: X =Y eg:Y — Z sono funzioni

9f ={(,k) | 35((6,5) € fA (k) € 9) }
={ (k) [ i€ XAVj((i,j) € f— (j.k) € 9) }

€ una funzione da X a Z.

Notiamo che gf puo essere definito per comprensione in due
modi diversi: usando una formula 39 oppure una formula TTY.




Funzioni

Ricorsione primitiva

Le funzioni k-arie f : X* — Y si codificano ponendo
Xk={oeNN||og|=kAVi<|o|o(i) e X}.

In Z5 si dimostra che le funzioni sono chiuse per ricorsione
primitiva, cioe date f: N¥* - Ne g: N2 4 N
esiste unica h : N*t1 — N tale che

h(O,nl, Ce ,nk) = f(nl, Ce ,nk);
h(m+1,n1,...,ng) = g(h(m,ny,...,ng),m,ny,...,ng).

Si dimostra per induzione su m che esiste o € N™*! tale che
o(0) = h(0,n1,...,np)AVi < mo(i+l) = g(o(i),i,n1,...,nk).

Si noti che I'induzione & su una formula 3?.

Possiamo per esempio definire I'esponenziale m™.



Strutture
algebriche e
combinatoriali

Gruppi

La codifica di una struttura algebrica (numerabile) & a questo
punto semplice.

Definizione

Un gruppo G consiste di un insieme |G| C N,

di un elemento 1¢ € |G|

e di funzioni -g : |G| x |G| — |G| e 7 : |G| — |G|
che soddisfano gli usuali assiomi per i gruppi.

G ¢ abeliano se - &€ commutativo.

In questo caso si usano Og, +¢ € —¢.

Similmente si definiscono anelli, campi, spazi vettoriali, ecc



Ordini

Se X C N x N poniamo
fd(X) = {7 |37 ((,5) € X V (j,1) € X) },
i<xjo(ij)eEXei<xjtri<xjNidj.
X C N x N e ben fondato se non esiste f: N — fld(X) tale
che Vn f(n+1) <x f(n).
X C N x N e un ordine parziale se valgono:

o Viefld(X)(i <x i);

S o Vi,j € ld(X)(i <x jAj <x i —=i=j);

o Vi, j, k€ Ad(X)(i <x jAj <x k—i<xk).
X & un ordine lineare se vale anche:

o Vi,j € Ad(X)(i <x jVj <x i).

Un ordine lineare ben fondato & un buon ordine.




Numeri interi

Definiamo una relazione d'equivalenza, pensando (m,n) come
m—mn: (m,n) =z (p,q) <> m+qg=n+np.
Operazioni e ordine sono definiti naturalmente

(m,n) +z (p,q) = (m+p,n+q)
(m,n) -z (p,q) =(m-p+n-qgm-q+n-p)
(m,n) <z (p,q) < m+qg<n+p

Scegliamo come rappresentante di ogni classe d’equivalenza
I’elemento minimo.

Z ={(m,n) |V(p,q) < (m,n) (m,n) #z (p,q)}

Le operazioni si trasferiscono su Z: se a,b € Z,

a-+b e l'unico c € Z tale che c =7 a +7 b.

Z5 dimostra che Z & un dominio d’integrita Euclideo ordinato,
ecc




Numeri razionali

La codifica di Q & analoga, pensando (a,b) € Z x Z* come 7

(a,b) =g (¢,d) <> a-d=c-b.

Zo5 dimostra che Q € un campo ordinato.

Una successione di razionali € una funzione f: N — Q.
Spesso la indicheremo con (g : k € N), dove g, = f(k).




Numeri reali

La codifica dei numeri reali comporta dei problemi nuovi:
mentre abbiamo definito Z e Q come sottoinsiemi di N
non possiamo sperare di fare lo stesso con R.

| singoli reali saranno sottoinsiemi di N, e precisamente
successioni di Cauchy di razionali convergenti a velocita
prescritta.

Questa rappresentazione & la migliore per lavorare con i reali in
sottosistemi deboli di Zs.

Definizione
- Un numero reale & una successione di razionali (g : k € N)
tale che VEVi(|gr — qryi| < 27F).

Due reali (g : k € N) e (r : k € N) sono uguali se

Vk(|qk = T’k| < 2_k+1). H(l]

L'uguaglianza tra reali & una relazione d'equivalenza.



Operazioni e ordine sui reali

Usiamo z,vy, z,... come variabili per i reali.
R verra usato informalmente in espressioni come dx € R.. ..
Vnz, € R, ma non esiste come insieme in Zs.

Q viene immerso inR: ¢ € Q= 24 =(¢g: ke N) eR.
Sianox = (g : k € N) ey = (ry : k € N) due reali:
r+y= (g1 + 1 k€N,

-y = (Gnik ok sk €N) dove |gof +[ro| +2 < n;
<y Veq <4270
27k+1.

r<y+<dkqg, <rp—

Z5 dimostra che R & un campo ordinato Archimedeo.



Completezza di R

La completezza di R non puo venir formulata in Ls:
non possiamo considerare un arbitrario sottoinsieme di R.

Una successione di reali € una funzione f : N x N € Q) tale che
(f)n definita da (f)n(k) = f(n,k) & un reale per ogni n.
Spesso la indicheremo con (z, : n € N), dove z,, = (f)n.

Teorema (Completezza sequenziale di R)

Zy dimostra che se (x,, : n € N) é una successione di reali
e esiste x € R tale che Vnz, < x,

| sistemi

allora esiste y € R tale che y = sup{z, |n € N}.

Si puo definire la nozione di convergenza:
x =limx, ¢ Ve > 03InVi(|lzpe — | < e).




Spazi metrici completi

Definizione

Un (codice per uno) spazio metrico completo A consiste di un
insieme A e di una successione di reali d : A x A — R tale che
d(a,a) =0, d(a,b) = d(b,a) > 0 e d(a,c) < d(a,b) + d(b,c)
per ogni a,b,c € A.

Un punto di A & una successione z = (ay : k € N) di elementi
di A tale che Yk Vi d(ay, ar;) < 27%. Scriviamo z € A.

A~

Sex=(ay:keN)ey=(b,:keN)sono punti di 4

poniamo d(x,y) = lim d(ag, by).

Spesi mavic x =y sta per d(z,y) = 0, ciog Yk d(ay,by) < 27+ (e IIY).
A viene immerso in A: a € Az, = (a:keN) e A

A& densoin A: Vz € AVe >03a € Ad(a,z) <e.




Costruire spazi metrici completi

R & uno spazio metrico completo,
con A=Qed(q,r)=l|qg—r],
(ma abbiamo usato R per definire gli spazi metrici completi).

Gli intervalli chiusi di R sono spazi metrici completi.

In Zy si possono costruire spazi metrici completi che sono
prodotti, finiti o numerabili, di spazi metrici completi dati.
Queste costruzioni riproducono le definizioni usuali dei prodotti
di spazi metrici.

In particolare otteniamo 2" (spazio di Cantor),
N (spazio di Baire), [0,1]N (cubo di Hilbert), RY.

Spazi metrici
completi




Aperti

Sia A uno spazio metrico completo: (a,7) € Ax QT
rappresenta B(a;r), la palla aperta di centro a e raggio .
Gli aperti di A sono unioni di queste palle aperte.

Definizione

Un (cod[ce per un) aperto in A & uninsieme U C N x A x Q.
Se z € A diciamo che z € U quando 3(n,a,r) € Ud(a,x) < .

x €U &XY ein un certo senso vale il contrario.

Teorema

Sia A uno spazio metrico completo e () una formula %9

Spazi metrici

complet con la proprieta che se z,y € A, o(z) ex =y allora p(y).
Allora Zy dimostra I'esistenza di un aperto U in A tale che
z €U < o(x).




Funzioni continue

Siano A e B spazi metrici completi: il codice di una funzione
continua ¢ da A in B conterra informazioni del tipo

"¢ manda la palla B(a;q) di A nella chiusura della palla
B(b;r) di B”.

Se (a,q),(d’,q¢') € AxQT, (a,q) € (d/,q') sta per

d(a,ad') < ¢ —q.

Se (a,q) € (d/,¢) allora B(a;q) C B(d';¢).

Definizione

Un (codice per una) funzione continua parziale ¢ da Ain Be
un insieme ® C N x A x QT x B x Q" che soddisfa

e se (a,q)®(b,r) e (a,q)®(¥,r") allora d(b,b') < r + 1/

e se (a,q)®(b,r) e (d/,q") € (a,q) allora (a’,¢")®(b,r);

e se (a,q)®(b,r) e (b,r) € (V/,r') allora (a,q)®(V',r");
dove (a, q)®(b, r) significa In (n,a,q,b,r) € .

Spazi metrici
completi




Dominio di una funzione continua

Se ® éAiI codice per una funzione continua ¢ da Ain B
e x € A diciamo che z € dom(¢) quando
Ve > 03a,q,b,7((a,q)®(b,7) Nd(a,x) < g AT <e).

Zy prova che se x € dom(¢) esiste un unico y € B tale che
Va,q,b,7((a,q)®(b,7) Ad(a,z) < g — d(by) < 7).
Poniamo ¢(z) = y.

¢ & totale se Vo € Az e dom(¢), e scriviamo ¢ : A= B,
sottintendendo la continuita (nel nostro linguaggio non
Spazi metric possiamo considerare funzioni arbitrarie da A in B).

completi




Alcune funzioni continue

Definiamo un codice per id : A— A.
(a,q) € (d',q') & BY e possiamo scriverlo come
Inb(n,a,q,ad,q") con 6 3.

Sia ® = {(n,a,q,d',q) | 0(n,a,q,d’,q) }.

Sey € B la funzione costante Oy : A— B
ha codice @, tale che (a,q)®,(b,7) <> d(y,b) <.

Analogamente Zy dimostra che
e la funzione distanza d: A x A — R & continua;

Spaxi metic e somma, differenza, prodotto e divisione sono continue su
ot
R;

e le funzioni continue sono chiuse per composizione.




Il sistema base per la reverse mathematics

@ Breve carrellata storica e bibliografia
@ Il sistema RCA

© Analisi

O Logica

© Algebra




Breve
carrellata
storica e
bibliografia

Breve carrellata storica

La ricerca sistematica dei sottosistemi di Zo

sufficienti e necessari alla dimostrazione di teoremi matematici
¢ stata iniziata da Harvey Friedman intorno al 1970.
Friedman inizido a lavorare nel contesto dei sottosistemi di Zo
ed individuo il sistema base RCA,

che definiremo e svilupperemo tra poco.

Egli inizid a dimostrare in RCA( I'equivalenza tra teoremi e
assiomi, e conio il termine reverse mathematics.

Alla fine degli anni '70 Steve Simpson mostro che per la
maggior parte dei teoremi T', RCAy dimostra 1" oppure
I'equivalenza tra T' e uno tra WKLy, ACAg, ATRg e H%—CAO.
RCAg, WKLy, ACAg, ATRg e TI}-CA,

sono i big five della reverse mathematics.



Breve carrellata storica

Breve

carrellata . ., . e e e .

S0, Negli anni '90 un numero crescente di logici si & interessato alla
1 mgra 1a

reverse mathematics.

Si sono scoperti alcuni teoremi che non ricadono nello schema
dei big five. Per alcuni di essi il problema della relazione con i
cinque sistemi € in parte ancora aperto.

Oggi la reverse mathematics € un campo di ricerca molto attivo
in cui vengono utilizzate tecniche provenienti da molte parti
della logica.
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RCA

Gli assiomi di RCAg sono:
e gli assiomi aritmetici di Zs;
¢ lo schema di AY-comprensione:
se e 1 sono formule Z(l] e H(l) in cui X non ¢ libera

Gli assiomi

vn(p(n) <> ¥(n)) = 3X Vn(n € X < ¢(n));
e lo schema di X%-induzione: se p & XY

©(0) AVn(p(n) = p(n+1)) = Ynp(n).

RCA abbrevia Recursive Comprehension Axiom.




Gli assiomi

Perché X{-induzione?

In RCAq al posto dell’assioma di induzione abbiamo lo schema
di XY-induzione.

>{-induzione & necessaria per la codifica degli insiemi finiti:

si sa che questa codifica non & possibile nel sistema con il solo
assioma di induzione.

Un sistema utilizzato a volte € RCAY, che & formulata nel
linguaggio ottenuto aggiungendo a L2 una funzione binaria per
I'esponenziale.

RCA} consiste degli assiomi aritmetici pitt Vn(n® = 1) e
VnVm(n™*t!t = n™ . n), I'assioma di induzione e lo schema di
A%-comprensione.

N

RCA( & strettamente pil debole di RCAg,
ma in esso si possono codificare gli insiemi finiti.



w-modelli

w-modelli di RCA,

Teorema

S C P(w) & un w-modello di RCA se e solo se
S é un ideale di Turing, cioé

o SH#I;

e se X,Y €S allora
XeoY={2n|neX}Uu{2n+1l|neY}esS;

eseXeSeY <pXalloraY €8.

Questo segue dal fatto che Y & c.e. in X se e solo se
Y & definibile da una formula =9 con parametro X.

Quindi Y <7 X7 & --- P X}, se e solo se
Y e w\ Y sono definibili da formule ¢ con parametri

In particolare REC ¢ il piu piccolo w-modello di RCAy.



Insiemi infiniti e funzioni

RCA ¢ sufficiente per le codifiche di insiemi e successioni finite.
In RCAy le funzioni sono chiuse sotto composizione e ricorsione

primitiva.

Lemma (RCA()

Se X é infinito esiste mx : N — N tale che

dell YmV¥m' <mrx(m') <nx(m) e
Alcuni principi vn (n € X <> Hm X (m) = n) .

derivabili

| A

Dimostrazione.
vx ={(k,n) |k<nAne XAV <nk<n —n' ¢ X)}
vx : N — X calcola il prossimo elemento di X.
Per ricorsione primitiva definiamo mx:
mx(0) = vx(0); mx(m+1) =vx(nx(m)+1).
Per Zg-induzione si dimostrano le proprieta di mx. [

4




Formule X! e funzioni

Lemma

Sia p(n) una formula =9 in cui X e f non occorrono libere.
RCAq dimostra che vale una delle seguenti possibilita:

e esiste un insieme finito X tale che Vn(p(n) <» n € X);

e esiste una funzione iniettiva f : N — N tale che
vn(p(n) <> Im f(m) = n).

Alcuni principi
derivabili

Analisi

Dimostrazione.

Supponiamo non valga la prima possibilita.

Sia (n) <+ 356(j,n) con 6 9.

Per 3J-comprensione sia

X ={(j,n) | 00, n) AVi < j~0(i,n) }.

X ¢ infinito e sia mx come prima.

Se p2((j,n)) =n, f =p2 omx € la funzione cercata. O




%.7-comprensione limitata

Lemma (X-comprensione limitata)

Sia ¢(i) una formula XY in cui X non occorre libera.
RCA dimostra Vn3XVi(i € X ¢ (i <nAp())).

| A,

Dimostrazione.

Fissiamo n e per assurdo supponiamo che X finito con la
proprieta desiderata non esista.

Sia f : N — N iniettiva che enumera gli ¢ tali che i < n A (7).
In particolare f | {0,...,n} & una funzione finita iniettiva

da {0,...,n} in {0,...,n —1}.

Per 29-induzione & facile dimostrare che nessuna funzione
finita ha questa caratteristica. O

’

Alcuni principi
derivabili

[La =9-comprensione limitata & equivalente alla X{-induzione,
nella teoria con I'assioma di induzione.]




IT}-induzione

Lemma

Per ogni formula TI9 v)(n) RCAq dimostra
Y (0) AVR(Y(n) = Y(n+ 1)) — Vnip(n).

Dimostrazione.
Assumiamo 1(0) e VYn(¢(n) — ¥(n + 1)) e fissiamo n.
Per 30-comprensione limitata sia X tale che
Vi(i € X <> i < nA-(i)).

Per 3-comprensione esiste

Y={ili¢ X}={i|i>nVy()}.
Le ipotesi implicano0 € Y eVi(i €Y —i+1€Y).
Per I'assioma di induzione Y = N e in particolare n ¢ X,
ciog ¥(n). N

| \

A\




Fallimento della completezza sequenziale di R
in RCA,

RCA ¢ sufficiente per la codifica dei sistemi numerici
sviluppata in Zo, ma RCAp non basta per mostrare la
completezza sequenziale di R.

Controesempio

Sia f iniettiva e computabile con immagine un insieme non
computabile A.
Per ogni n sia z, =, _, 2-10),
La successione (z, : n € N) & computabile e limitata da 2.
Se z = sup{ z, | n € N} si ha per ogni j

jJEATf(i)=17

Y Vn(|az — | < 277 5 3 < nf(i) = j)

Quindi A <7 x e x non & computabile.

Percio REC non & un modello per la completezza sequenziale
di R e RCAg non la dimostra.




Analisi

| reali

Completezza per intervalli annidati in RCA

Teorema (RCA))

Se (an :n € N) e (b, :n € N) sono successioni di reali tali
che a, < apt1 < bpy1 < by, per ognin e lim(b, — a,) =0,
allora esiste un reale x tale che x = lim a,, = lim b,,.

Dimostrazione.

Siano (gni :n,k € N) e (g, : n, k € N) le successioni di
razionali tali che a, = (gur : k € N) e b, = (¢, : kK € N).
Per ogni k sia f(k) = minn(n > k43 A |gun — ¢hy| < 27572).
Se Tk = qfk)f(k) allora x = (1 : k € N) & un reale.

|z — appy)l < |z —ril + e —appl <278 +27 (k) < 2=k+1 ¢
quindi z = lim a,.

[ = bpay| < & =1kl + 11k = Gry piay | + 1Dy ) = Drw)] <
2=k 4 9=k=2 1 9=F(k) < 2k+1 ¢ quindi z = lim b,,. O




x € un reale perché...

an < Apg1 < bn+1 < by,

an = (quk :k€N)eb, = (g, :keN).

f(k) =minn(n > k+3A|gum —dop| <27572), 1 = A (k) f (k)
x = (1, : k € N) & un reale perché

" pe) = T rei | < U7y — agayl +lagm) = bra|
F10f ki) = Doty foen)| T 1Dty paery = 70|
<9 fk) 4 lapmy — byl + o~ Fk+i) 4 o—k—i=2
<27 e agy — i) + ITrg) — iy pl
0 r iy — brow| +27 2787
<o7k=3 L gh=3 L 97k=2 4 9=k=3 | ok—d 4 9—k=3
<27k




R & piu che numerabile in RCA,

Teorema (RCA))

Se (xy :n € N) é una successione di reali
allora esiste x € R tale che Vnx # x,.

Dimostrazione.

Il sistema
RC

e Sia (gnk : n, k € N) la successione di razionali tale che
Lreal Tn, = (qnk : k €N).
Per ricorsione primitiva definiamo (ag, by) = (0,1) e

(Ang1,bng1) = (2ot b)) se gponts < Intbn;
n—+ n-+ =
) (an’ Sanz-bn)

altrimenti.

|bn, — an] =272" e ap < aps1 < bpy1 < by, percio esiste

r = lima, = limb,,.

Se Gnonts < 2t allora z, < Sadbn 4 2773 < g 4 <7
Altrimenti @,, > @atbo —2=20=3 5 4, > g, O




Funzioni continue da ieri

Un (codice per una) funzione continua parziale ¢ da A in B &
un insieme ® C N x A x QT x B x QT che soddisfa

e se (a,q)®(b,r) e (a,q)®(,r") allora d(b,b') < r + 1/

e se (a,q)®(b,r) e (d/,q") € (a,q) allora (a’,¢")®(b,7);

e se (a,q)®(b,r) e (b,r) € (V/,7") allora (a,q)®(V',r');
dove (a, q)®(b, ) significa In (n,a,q,b,1r) € ® e ci dice che

“¢ manda la palla B(a;q) di A )
nella chiusura della palla B(b;r) di B".

o’




Analisi

| reali

Il teorema del valor medio in RCA,

Teorema (RCA)

Se ¢ :[0,1] — R é continua e $(0) < 0 < ¢(1)
allora esiste x € [0, 1] tale che ¢(x) = 0.

Dimostrazione.

Se ¢(s) = 0 per qualche s € Q, siamo a posto.
Altrimenti X = {s € Q| ¢(s) < 0} esiste per AY-comp:
#(s) <0<+ I(n,a,q,b,r) €P(a—g<s<a+qgAb+r<O0)
~VY(n,a,q,b,r) €P(a—qg<s<a+qg—b—r<0)
Per ricorsione primitiva definiamo (ag,bp) = (0,1) e
( boet) (2ntbn p,) se @ndbn ¢ X;
A1, =
n+1,Yn+1 (an’ an;bn) se an;rbn ¢ X.
Per X{-ind si ha Vn(¢(an) < 0 < ¢(by) A by — an| =277).
Se x = lima,, = limb,, si ha ¢(z) = 0. O




Spazi metrici

completi

Spazi metrici completi da ieri

Definizione

Un (codice per uno) spazio metrico completo A consiste di un
insieme A e di una successione di reali d : A x A — R tale che
d(a,a) =0, d(a,b) = d(b,a) >0 e d(a,c) <d(a,b) + d(b,c)
per ogni a,b,c € A.

Un punto di A & una successione z = (ay : k € N) di elementi
di A tale che Vk Vid(ay, api) < 27F. Scriviamo z € A.

A~

Sex={(ay:keN)ey=(b,:ke&N) sono punti di A
poniamo d(x,y) = lim d(ag, by).
x =y sta per d(z,y) = 0, ciog Yk d(ay,by) < 27F+1 (e IIY).

Definizione

Un (cod[ce per un) aperto in A& uninsieme U C N x A x Q.
Se x € A diciamo che z € U quando 3(n,a,r) € Ud(a,x) < r.




Aperti e formule X! in RCA,

Teorema

Sia (x) XY tale che se z,y € A, (x) e x =y allora (y).
Allora RCA( dimostra I'esistenza di U tale che x € U <> ¢(x).

Dimostrazione.

| A

Spazi metrici

compiet Sia 6(n) X9 tale che RCA( prova che se z = (b,) € A,
o(x) > IkO((by:n < k)).
U={{an:n<k) a2 %)
0((an:n <k))AVi<kVj<id(a;,aj)gs1 <2777}
(dove se d(a,b) = (gm : m € N), d(a,b)r = qx) & un aperto.
Si dimostra che Va € A(z € U ¢ ¢(z)). O

~

v




Spazi metrici

completi

Altri teoremi sugli spazi metrici completi in
RCA,

Paracompattezza degli spazi metrici completi:

Teorema (RCA)

Se A & uno spazio metrico completo e (U, : n € N) un suo
ricoprimento aperto, esiste un ricoprimento aperto

(Vi :m € N) tale che V,, C U,, per ognin

e (V;,) & localmente finito (cioé per ogni x € A

esiste U aperto con x € U tale che U NV, # 0 per finiti n).

.

Teorema di estensione di Tietze:

Teorema (RCA)

Se A & uno spazio metrico completo, C' un suo chiuso e
¢:C —[0,1], esiste tp : A — [0, 1] tale che
U(x) = ¢(x) per ognix € C.




Nozioni logiche

Fissiamo un linguaggio numerabile L C N
ed una numerazione di Godel di termini e formule.
Usiamo solo =, A e V.

Sistema alla Hilbert, con il modus ponens come unica regola.

Per ric prim si definiscono gli insiemi Termy, (termini),
Formy, (formule), Eny, (enunciati), Assy, (assiomi logici).

Dim(X, p) <+ p € NN AVE < [p|(p(k) € Formp) A =9
VEk < |p| (p(k) € X U Assp v 3i,j < k(p(i) = ‘p(j) — p(k)")).
Prov(X, ¢) ¢ 3p(Dim(X,p) A p(lp| = 1) = ¢) =]
Ch(X) > Vo € Eng(Prov(X,0) — 0 € X) I19

Coer(X) «» Vo € Eng(—Prov(X, o) V =Prov(X, —0)) I1¢
Compl(X) <+ Vo € Eng,(Prov(X, o) V Prov(X, o)) 19




Nozioni logiche

Una versione debole del lemma di
Lindenbaum in RCA,

Lemma (RCAy)

Sia X C Eny, tale che Coer(X) e Ch(X). Esiste X* C Enp,
tale che X C X*, Coer(X*), Ch(X*) e Compl(X™).

Dimostrazione.

Sia (oy, : n € N) un’enumerazione iniettiva di Eny.
Per ricorsione primitiva definiamo
« _Jon se(ogA---ANoy_ | —on) €X;
e {ﬂan altrimenti.
X*={o|neN}={0,|0,=0%} esiste per J-comp.
X C X*, Ch(X™*) e Compl(X™*) sono immediati.
Per I1{-ind si dimostra Vn Coer(X U {a¢,..., 0" 1 }). O

v

L'ipotesi Ch(X') usualmente non compare e la condizione della
prima clausola & Prov(X U{c{,...,00_;},0n).



Modelli in RCA,

Definizione

Un modello & una funzione M : Tyy U Epp — | M| U {0, 1} dove
|M| C N (universo di M) e T, Eps sono gli insiemi dei
termini chiusi e degli enunciati di Lyy = LU {m | m € |[M]|}.
M soddisfa le condizioni della definizione di verita di Tarski:
e set e Ty allora M(t) € |M];
e M(m)=m;
e se 0 € Eyy allora M (o) € {0,1};
e se ty, S0, -, tn, Sp € Ths sono tali che M (t;) = M (s;)
allora M(f(£)) = M(f(5)) e M(r(Z)) = M(r(3)) per ogni
simbolo di funzione f e simbolo di relazione r di L;

e M(—o)=1-M(o);
° M(Ul /\0’2) = M(Ul) . M(Jg);
o M(Vop(v)) = [Tmein M(o(m)).

Nozioni logiche




Il teorema di
completezza

Algebra

Una versione debole del teorema di
completezza di Godel in RCA,

Teorema (RCA)

Sia X C Enp, tale che Coer(X) e Ch(X).
Esiste un modello M tale che Vo € X M (o) = 1.

Dimostrazione.

Siano C' = {¢,,} nuovi simboli di costante e {p,(x)} le formule
con una variabile libera di L; = LU C'. ¢, non compare in ;
per i < n. ny, € Iz p,(x) — @(c,) (enunciati di Henkin).

Se 7 € Eny,, 7 € Eny, € la ch univ di 7 con ¢, sostituita da z,.
X1 ={o€Eng, |Prov(XU{n,|neN} o)} =

{oc €Eng, |0 A A, — 0 € X} esiste per 29-comp.

X C Xy, Ch(X;) e Coer(X). Peril lemma di Lindenbaum
esiste X, completamento di X;. M si “legge” da X7

(M| = {cn | ¥i < n(ci = ca) ¢ X7 },

M(t) =min{cy, | (¢, =t) € X7}, M(0) =1ssec € X;. [




Il teorema di

completezza

Un’altra versione debole del teorema di
completezza di Godel in RCA,

Teorema (RCA)

Sia X C Eny, tale che Coer(X) e Compl(X).
Esiste un modello M tale che Vo € X M(c) = 1.

Dimostrazione.

Per ogni 0 € Eny, si ha

Prov(X, o) <+ =Prov(X, —o).
Quindi X; = {0 € Eng, | Prov(X, o)} esiste per AY-comp.
Coer(X7), Ch(X;) e si pud applicare il teorema precedente.
Dato che X C X siamo a posto. ]

v




Fallimento del teorema di completezza di
Godel in RCA,

Il teorema di completezza di Godel asserisce:

Coer(X) implica I'esistenza di un modello M per X .

Controesempio

Se Q sono i finiti assiomi dell'aritmetica di Robinson,

Il teorema di

il e REC | Coer(Q), ma Q non ha modelli computabili.
Quindi RCAg non dimostra il teorema di completezza di Godel.




Il teorema di correttezza in RCA

Teorema (RCA))

Siano X C Eny, e M un modello tale che Vo € X M(o) = 1.
Allora Coer(X).

Dimostrazione.

_ Se Dim(X, p) per induzione su k < |p| si dimostra

correttezza M(v(p(k‘))) = 1

Percio Prov(X, o) implica M (o) =1 e quindi M(—o) =0,
cioe =Prov(X, —o). O

’




Un rafforzamento del teorema di correttezza
in RCA,

Definizione

Sia X C Eny,. Un modello debole di X & una funzione

M : Ty U ER; — |M|U{0,1} dove Ex; C Ejy sono le
combinazioni proposizionali di istanze di sostituzione di
sottoformule di elementi di X.

M deve soddisfare le stesse condizioni di un modello,

ma la clausola su M (Vv ¢(v)) si applica solo se Vv p(v) € E5;.
Inoltre chiediamo che Vo € X M (o) = 1.

v

Il teorema di
correttezza

Teorema (RCA)
Siano X C Eny, e M un modello debole di X. Allora Coer(X).

La dimostrazione sfrutta un calcolo dei sequenti con
eliminazione del taglio.




Campi

Un campo K consiste di un insieme |K|, di elementi Ox e 1,
di operazioni binarie +x e -x e di un'operazione unaria — g,
che soddisfano gli usuali assiomi per i campi.

L'anello dei polinomi su K &

Klz] = {{ag,...,an) |Vi<na; € KAN(n>0—a, #0g) }.
Scriveremo f(x) = > I, a;z" al posto di (ag, ..., a,) e

f(a) =31 ,a;a’ quando a € K.

K & algebricamente chiuso se per ogni f(z) € K|[x]

di grado > 1 esiste a € K tale che f(a) = Og.

Una chiusura algebrica di K consiste di un campo )
algebricamente chiuso K e di un monomorfismo h: K — K
tali che Vb e K3f(z) € K[z](f(z) # 0x AR(f)(b) =0z).

RCA( non dimostra I'esistenza dell'immagine di h.



Eliminazione dei quantificatori per campi
algebricamente chiusi in RCA

Siano L ={0,1,—,+,-} e F C Eny, gli assiomi di campo.

L'insieme ACF degli assiomi per campi algebricamente chiusi &

FU{Vzo... Vo, "™ + 2, - y" 4+ +20=0) | n €N},

Lemma (RCAy)

o Per ogni ¢ € Eny, esiste ¢* € Eny, priva di quantificatori
tale che Prov(ACF, ¢ < ¢*);

e se p € Eny, e priva di quantificatori e Prov(ACF, )
allora Prov(F, ¢).

Le usuali dimostrazioni puramente sintattiche possono venir
copiate in RCAy.



Esistenza della chiusura algebrica

Teorema (RCA)
Ogni campo (numerabile) K ha una chiusura algebrica.

Sia Ak l'insieme degli enunciati privi di quantificatori di Ly
che sono veri in K. Siano X = Agx UF e X/ = Ag UACF.
A partire da K & facile costruire un modello debole per X.
Per il rafforzamento del teorema di correttezza, Coer(X).
Allora Coer(X') per la seconda parte dell’eliminazione dei
quantificatori.

Per la prima parte Compl(X”).

Per completezza X’ ha un modello M.

| M| pud essere visto come un campo algebricamente chiuso e
esiste k : K — |M].

Perd | M| pud essere troppo grande. ..




Completamento della dimostrazione

|M| & algebricamente chiuso e esiste k : K < |M].
p(b) b e [M|AIf(x) € Klz]\{0x } k(f)(b) = M(0) =

Sia g : N — |M] iniettiva con Vb € [M|(¢(b) <> 3j g(j) = b).
Usiamo g per copiare {b € [M| | ¢(b) } su N e ottenere K:

K1 =N, 0z = g7 O00). -~ i+zed = g (900) Far 903)). -
h=g¢g'ok: K — K &il monomorfismo richiesto. L]

RCA( non dimostra I'unicita della chiusura algebrica.



Comprensione aritmetica

O |l sistema ACA,
@ Analisi
© Algebra

O Combinatorica




ACA,

Ricordiamo che le formule aritmetiche sono quelle senza
quantificatori sui variabili insiemistiche.
Possono pero contenere variabili insiemistiche libere.

Gli assiomi

Gli assiomi di ACA sono quelli di RCAq piu lo schema di
comprensione aritmetica:
se ¢ & aritmetica e X non & libera in ¢

IXVn(n € X < ¢(n))
In presenza di questo schema, la X{-induzione puo essere
sostituita dall’assioma di induzione.

ACA abbrevia Arithmetic Comprehension Axiom.




Una utile riformulazione

Teorema (RCA)

Sono equivalenti:
o ACA(),'
@ XY-comprensione;
© per tutte le funzioni iniettive f : N — N esiste X C N
tale che Vn(n € X <> Im f(m) =n).

Gli assiomi

Analisi

Dimostrazione.

1 — 2e2— 3 sonoimmediate. 3 — 2 per un lemma

2 — 1 Ogni formula aritmetica & 22 per qualche k € w e basta
dimostrare per induzione (metateorica) X9-comprensione.

Se k <1 non c'é nulla da dimostrare.

Se p(n) & XY, & della forma 35 (n, j) con v II}.

Per ipotesi induttiva esiste Y = { (n,j) | =¥(n,j) }.

Per 20-comp X = {n|3j(n,j) ¢ Y} esiste. O




w-modelli di ACA,

Teorema

S C P(w) & un w-modello di ACAq se e solo se
S é un ideale di Turing chiuso sotto jump, cioé

o S#;

se X,Y €S allora
XoY={2n|neX}U{2n+1|neY}esS;
seXeSeY<prXalloraY €S;

se X € S allora X' € S.

w-modelli

In particolare ARITH={X Cw |3InX <p ¢(n) }
e il piu piccolo w-modello di ACAy.




Completezza sequenziale di R in ACA,

Teorema (ACA))

Se (xy :n € N) & una successione limitata di reali
allora esiste y = sup{ z, | n € N }.

Dimostrazione.

Possiamo assumere 0 < z,, < 1 per ogni n.

Sia f(k) il massimo i < 2* tale che Ini-27% < x,,.

f esiste per comprensione aritmetica.

y={(f(k)-27%: k€ N) & un reale e

Vnx, <y, Vz<ydnz < x,.

In altre parole y = sup{z, | n € N}. O




Il teorema di Bolzano-Weierstrass in ACA,

Teorema (ACA))

Ogni successione limitata di reali ha una sottosuccessione
convergente.

Dimostrazione.

Sia (xy, : n € N) limitata e assumiamo 0 < z,, < 1 per ogni n.
Sia f(k) il massimo i < 2% tale che Ym3In > mi-27% < x,,.
f esiste per comprensione aritmetica.
y=(f(k)-27% .k € N) & unreale e

Ve >0Vm3n >mly —x,| <e.
Poniamo ng = 0, njy 1 = min{n > ng | |y — 2, <27% 1.
E’ chiaro che y = lim x,,, . O

v




Il primo teorema di reverse mathematics

Teorema (RCA)

Sono equivalenti:
O ACA;

@ ogni successione limitata di reali ha una sottosuccessione
convergente;

© ogni successione di Cauchy di reali converge;

O ogni successione limitata di reali ha estremo superiore;

@ ogni successione limitata e crescente di reali converge.

v

(xp :n € N) edi Cauchy se Ve > 03ImVn > m |z, —xn,| <e.

1 —2e1l— 4 gia dimostrati. 2 — 3 e 4 — 5 immediati.
3 — 5 perché una successione limitata e crescente & di Cauchy.

Resta da dimostrare il reversal 5 — 1.




Il primo reversal

Mostriamo in RCA( che
se ogni successione limitata e crescente di reali converge, allora
vale ACAy.I'immagine di una funzione iniettiva & un insieme.

Sia f : N — N iniettiva e poniamo x,, = > ;. 27/

(z,:n € N) & crescente e limitata da 2 e per ipotesi converge
az=>,2-f0,

Per ogni j vale

Ji f(i) =7 < Vn(jz —zn| <277 = Ji < n f(i) = j)

e quindi I'immagine di f esiste per A%comprensione.




Generalizzazione agli spazi metrici completi

Definizione (RCA()

Uno spazio metrico completo Ae compatto se esiste
una succ infinita di succ finite ((z;;:4 <n;):j € N)
con z;; € A tale che Vo € AVj i < njd(z,zij) <277

Spazi metrici
completi

Teorema (RCA)

Sono equivalenti:
@ ACA,;

® negli spazi metrici compatti ogni successione ha una
sottosuccessione convergente;

© negli spazi metrici completi ogni succ di Cauchy converge.

1 —2e1— 3: generalizzare gli argomenti per R
(in cui z;; = i-277 peri < 27).
2 — 1 e 3 — 1 seguono dal reversal fatto.




Il lemma di Ascoli-Arzela

Teorema (RCA))

Sono equivalenti:
Spazi metrici
completi o ACA(),'
® se A e B sono spazi metrici compatti, ogni successione

equicontinua di funzioni continue f, : A — B ha una
sottosuccessione uniformemente convergente.

2 — 1 & immediato perché il lemma di Ascoli-Arzela implica
che ogni successione limitata di reali ha una sottosuccessione
convergente.




Elementi di torsione

Definizione (RCA,)

Un gruppo abeliano (|G|,0qg, +g, —¢) consiste di |G| C N,

Oc € |G|, un’operazione binaria +¢ e un’operazione unaria —¢
che soddisfano gli usuali assiomi.

Per ricorsione primitiva definiamo ng per n € N e g € |G|.

D’ora in poi scriviamo G per |G| e omettiamo i pedici ¢.

Definizione (RCA,)

g € G & un elemento di torsione se In > 0(ng = 0).




Reverse mathematics per gli elementi di
torsione

Teorema (RCA)

Sono equivalenti:
o ACAQ 5

® ogni gruppo abeliano ha un sottogruppo che consiste dei
suoi elementi di torsione.

1 — 2 & immediato per definizione:
T={geG|3In>0(ng=0)}

2 — 1 ¢l reversal.




Il reversal

Mostriamo in RCAg che se ogni gruppo abeliano ha un
sottogruppo che consiste dei suoi elementi di torsione
allora I'immagine di una funzione iniettiva f & un insieme.

G ¢ il gruppo abeliano con generatori (z,, : n € N)
e relazioni (2m + 1)z () = 0.
G & realizzato in RCAy come

{> ek ntn | k € NAVYR < k(l, € ZAYM < |[y] f(m) #n)}

con le operazioni naturali.
Sia T' C G il sottogruppo degli elementi di torsione.

Per ogni n si ha Im f(m)=n<< z, € T.




Spazi vettoriali

Basi in spazi vettoriali

Definizione (RCAy)

Sia K un campo. Uno spazio vettoriale V' su K

& un gruppo abeliano (|V],0y, 4+, —y) con un'ulteriore
funzione -y : |K| x |V| — |V che soddisfa gli usuali assiomi
per il prodotto scalare.

Una base per V' & un insieme B C |V| tale che ogni v € |V|
si scrive in modo unico come » g ap -y b

dove By C B é finito e O # ap € |K| per ogni b € By.

D’ora in poi scriviamo V' per |V| e omettiamo i pedici y.



Esistenza di basi in ACA,

Teorema (ACA)
Ogni spazio vettoriale V' su un campo K ha una base.

Dimostrazione.

Sia S ={(vo,...,vn) | Hao,. .. an-1)(Vn =D ;- v)}.

Per ricorsione primitiva sia

Spazi vettoriali

bn:min{UEV|<b0,.. nl; >¢S}

[La ricorsione pud fermarsi dopo un numero finito di passi]
B = {bg,b1,...} € una base per V. O

<




Reverse mathematics per l'esistenza di basi

Teorema (RCA))

Sono equivalenti:
Spazi vettoriali o ACAO,
@ ogni spazio vettoriale ha una base;

© ogni spazio vettoriale su Q ha una base.

1 — 2 appena dimostrato.
2 — 3 ovvio.
3 — 1 eil reversal.




Spazi vettoriali

Il reversal

Mostriamo in RCAq che se ogni spazio vett su Q ha una base
allora I'immagine di una funzione iniettiva f & un insieme.

Sia Vp l'insieme delle somme formali } . ; q; - x;
dove I C N & finito e ¢; € Q \ {0}.
Vo & uno spazio vett su Q con base X = {z, | n € N}.
Siano U, = Top(m) + M Tof(m)41 PEr ogni m
e V1 il sottospazio generato da U = { u,, | m € N }.
Vi ha una definizione 3? e inoltre
Sicr i i € Vi < Vn(qan # 0 = f(qans1/q2n) = 1).
V=WwW={veW|Vw<vweVy—-v—-—w¢V)}
V' & spazio vettoriale su Q e ha una base B.
U U B & base per V.
Per ogni n, 3m f(m) = n se e solo se
in almeno una delle scritture di x2, € 2,41 come combinazione
lineare di elementi di U U B compare u,, con f(m)=n. IIY



Un rafforzamento

Definizione (RCA))

Uno spazio vettoriale V' su K ha dimensione finita

se ha una base finita.

Y C V e linearmente indipendente se Zf:o a; -y #0
quando ¥, . ..,y; € Y sono distinti e ag, ..., a; # 0.

Spazi vettoriali

Teorema (RCA)
Sono equivalenti:
o ACAQ,‘

® ogni spazio vettoriale su Q ha dimensione finita oppure
contiene un insieme infinito linearmente indipendente.

| A\

\

1 — 2 segue da quanto visto.
2 — 1 richiede piu lavoro.




Anelli

Ideali in anelli

Definizione (RCA()

Un anello (commutativo) (|A|,04,14,+4,—4,-4)
consiste di |[A| C N, 04 # 14 € |A|, operazioni binarie +4 e - 4,
un’operazione unaria — 4 che soddisfano gli usuali assiomi.
Un dominio d'integrita € un anello tale che
Va,be |Al(a-ab=04 > a=04Vb=0y4).

D’ora in poi scriviamo A per |A| e omettiamo i pedici 4.

Definizione (RCA()

Un ideale di A & un insieme I C |A| taleche 0 € 1,1 ¢ I,
Va,be la+beleVaelVbe Aa-bel.
Un ideale massimale di A & un ideale M tale che
Vac A\M3be A(a-b—1€ M).
Un ideale primo di A & un ideale P tale che
Va,be A(la-be P —-ac PVbe P).




Esistenza di ideali massimali in ACA,

RCA( dimostra che ogni ideale massimale & primo.

Teorema (ACA)
Ogni anello A ha un ideale massimale.

Anell Diciamo che X C A & buonose >, a; - x; # 1

quando Vi < n(z; € X Aa; € A). I19
Sia (a, : n € N) un'enumerazione di A.

Per ricorsione primitiva definiamo f : N — {0, 1}:

) — {(1) se {.am |m <nA f(m)=1}U{a,} & buono; .
altrimenti.

M ={ap | f(m) =1} & un ideale massimale in A. O

V.




Reverse mathematics per I'esistenza di ideali
massimali

Teorema (RCA))

Sono equivalenti:
O ACA;

® ogni anello ha un ideale massimale;

Anelli

© ogni dominio d’integrita ha un ideale massimale.

1 — 2 appena dimostrato.
2 — 3 ovvio.
3 — 1 eil reversal.




Anelli

Il reversal

Mostriamo in RCA( che se ogni dominio d'integrita ha un
ideale massimale allora I'immagine di una funzione iniettiva f &
un insieme.

Ap = Q[(xy, )] & I'anello dei polinomi su Q con infinite variabili.
Ko =Q((zy)) & il campo delle frazioni di Ap.
Sia ¢(b) la formula X9

b € Ky A il denom contiene un monomio q:z:j}(ml) cxk

ST
{be Ky | ¢(b)} D Ag, se esistesse (cosa che RCAj non
garantisce), sarebbe un dominio d’integrita.
Esiste invece h : N — K iniettiva con ¢(b) <» Im h(m) = b.
Definiamo su N le operazioni di un dominio d'integrita A
in modo che h sia un monomorfismo.
Sia M un ideale massimale in A.
Mostreremo che per ogni n

Im f(m) =n <+ h=Yx,) ¢ M.



Anelli

Verifica di 3m f(m) =n < hi(z,) ¢ M

= Se f(m ) = n allora vale p(1/x,)
e percid h=1(1/x,) & l'inverso di h=1(z,) in A.
Quindi h~!(z,,) non appartiene a nessun ideale e h=!(z,,) ¢ M.

< Se h™Y(z,) ¢ M per massimalitd di M

esistono b € Aecec M taliche h™}(z,)-b—1=c.

¢ non & invertibile in A e se h(c) =r/s con r,s € Ay, s # 0,
7 non puod conten_ere monomi della forma qx‘}l(ml) e x;’zmk)
mentre s ne contiene almeno uno.

X - h(b) — 1 =1r/s implica z,, - h(b) - s = s+ r.

Dato che s + r contiene un monomio della forma

qufl(ml) . x;’zmk) deve essere n = f(m) per qualche m.



Alberi finitamente generati

Definizione (RCA))

Un albero & un insieme T'C N<N tale che
VoeTVrCoTel.
Un cammino in un albero T' & una funzione f : N — N tale che
Vn fln] = (f(i):i<n)eT.

Il lemma di

e L'albero 7' & finitamente generato se
Vo € TanVYm(o~(m) €T — m < n).

Gli elementi di un albero sono chiamati nodi.
Un successore immediato di o & una successione della forma
o~ (m).

Il lemma di Konig e I'affermazione:
ogni albero infinito e finitamente generato ha un cammino.




Il lemma di Konig in ACA,

Teorema (ACA)
Il lemma di Konig.

Dimostrazione.

Il lemma di Dato T albero infinito e finitamente generato sia

T* = {0 €T | esistono infiniti 7 € T con 0 C 7 }.
() € T* perché T & infinito.
Se 0 € T* esiste m tale che 0™ (m) € T*
perché T' e finitamente generato.
Per ricorsione primitiva sia

f(n) =min{m e N| f[n]~(m) € T* }.

f & un cammino in T™ e quindi in 7. O

Kanig

\




Reverse mathematics per il lemma di Konig

Teorema (RCA))

Sono equivalenti:
O ACA;

Il lemma di

Kl ® il lemma di Konig;

© il lemma di Konig per alberi in cui ogni nodo ha al piu due
successori immediati.

V.

1 — 2 appena dimostrato.
2 — 3 & owvio.
3 — 1 el reversal.




Il reversal

Mostriamo in RCAq che il lemma di Konig implica che
I'immagine di una funzione iniettiva f & un insieme.
Sia T I'insieme delle 0 € N<N tali che

@ Vm,n<|o|(f(m)=n+on)=m+1)e

® Vn < |o|(o(n) >0 — f(o(n) —1) =n)

Il lemma di

Konig o € T con |o| =n ha al pit due successori immediati in 7"
07 (0) (che per essere in T richiede che Vm < n f(m) # n) e
o~ (m+ 1) per I'eventuale unico m tale che f(m) = n.

Dato k definiamo o € T con |o| = k:
0 se ~dm < k f(m) =n;

m+1 sem<ke f(m)=n.
Quindi T & infinito.

Per il lemma di Konig sia g un cammino in 7T'.
Per ogni n si ha 3m f(m) =n + g(n) > 0.

o(n) =




Colorazioni di insiemi finiti

Definizione (RCA()

Se X C N sia [X]* I'insieme delle successioni o € N<N tali che
o] =k AVi <k(o(i) € X AVj <io(j) <o(i)).

Gli elementi di [X]* sono identificati con i sottoinsiemi di X

con k elementi.

Una (-colorazione di [X]* & una f: [X]* — {0,...,£—1}.

Spesso scriveremo f(ni,...,ng) al posto di f((ni,...,nk)),

sottintendendo nq < - -+ < ny.

Se f & una f-colorazione di [X]¥, Y C X & omogeneo per f se

Y & infinito e 3i < (Vo € [Y]F f(0) = i.

Il teorema di Ramsey per esponente k e £ colori (RT?) e:
ogni (-colorazione di [N]* ha un insieme omogeneo.
|l teorema di Ramsey per esponente k (RT") & V/ RT’Z.



Il teorema di Ramsey in ACA,

Teorema (ACA))
RT? e Vk(RT® — RTF1).

RT? & banale.
VE(RTF — RT**1) verra mostrato tra poco.

Notiamo che non abbiamo la TIi-induzione necessaria per
concludere dal teorema che ACA( dimostra V& RTE.

Il teorema implica che per ogni k € w, ACAg dimostra RT*.




L’albero di Erdos-Rado

Per mostrare che RT* implica RT**! fissiamo una
(-colorazione f di [NJ*+1.
T & I'insieme dei o € N<N tali che per ogni n < |0, o(n) & il
minimo j tale che

O Vm <no(m) < j;

@ f(o(my),...,o(mg),c(m)) = f(o(mi),...,o(mg),7)
I orema di perognim; < mg < -+ <mk <m < n.
T esiste per Eg—comprensione.
T & finitamente generato perché o € T' ha al piu glot*
successori immediati in 7.

T & infinito perché per ogni j, 37 € T'3In < |7|7(n) = .
Infatti se o & massimale nell’'insieme delle successioni che
soddisfano 1 e 2 (almeno () le soddisfa), o™ (j) € T.

Per il lemma di Konig esiste un cammino g in T'.




Conclusione della dimostrazione di
RT" — RT""!

T & I'insieme dei o € N<N tali che per ogni n < |o|, o(n) & il
minimo j tale che
O VYm <no(m) < j;
(2] f(a(ml)a ) U(mk)70(m)) = f(a(ml)a ) U(mk)7])
perogni m; < mo < --- < mg <m < n.

g cammino in T,

g & strettamente crescente per 1.

Definiamo f’: [N]J* — {0,...,¢— 1} ponendo
flimy,....mg) = f(g(my),...,g(mg),g(m))

(per 2 il valore non dipende dalla scelta di m > my,).

Per RT” esiste X’ omogeneo per f.

X ={g(m) | me X'} & omogeneo per f.




Reversal per il teorema di Ramsey

Teorema (RCA))
RT3 implica ACA,.

Dimostrazione.

Sia f : N — N una funzione iniettiva.

Definiamo ¢ : [N]? — {0, 1} ponendo g(a,b,c) =1 se e solo se
Vn < a(3Im <bf(m)=n<+ Im < cf(m)=n).

Per RT3 esiste X omogeneo per ¢ di colore i < 2. Quale?

SeaceXsiaY={n<al|3Imf(im)=n}.

Se j & tale che Vn € Y 3m < j f(m) = n siano b,c € X con

max(j,a) < b < c.

Allora g(a,b,c) =1 e quindi i = 1.

Per ogni n si ha 3m f(m) = n se e solo se

Va,be X(n<a<b—3Im<bf(m)=n). O




RT? e RT?

Per quanto visto ACA( & equivalente a RT* per qualsiasi k € w
con k > 3.

RT? invece non implica ACAq e la sua classificazione & ancora
incompleta.

Il teorema di

Ramsey Si sa che WKL non dimostra RT?2, ma non si sa se RT?

implica WKL,.

Si sa anche che RT? & strettamente piu forte di RT? per
qualunque ¢ € w fissato.

[La dimostrazione vista mostra invece che RT3 implica ACA
ed & quindi equivalente a RT?]




Un principio di compattezza

O Il sistema WKL,
@ Analisi
© Logica

O Algebra




WKL,

L'assioma principale di WKL & una forma debole del lemma di
Konig, che ieri abbiamo dimostrato in ACAy.

Sia2<N ={o e NN |Vi < |o|o(i) <2}

Gli assiomi di WKLg sono quelli di RCAq piu il lemma di Konig
debole:

ogni albero infinito contenuto in 2<N ha un cammino
WKL abbrevia Weak Konig Lemma.

ACA( implica WKLy, che a sua volta implica RCA.




Perché il lemma di Konig debole & un
principio di compattezza?

Lo spazio di Cantor 2" & I'insieme delle funzioni f : N — {0, 1}
con la topologia generata dagli aperti di base della forma
Ny, ={f|ocCf}peroe2<l

Gli assiomi

Se un albero 7' C 2<N non ha cammini { N, | o ¢ T'} & un
ricoprimento aperto di 2.

Il lemma di Konig debole afferma che un tale albero ¢ finito,
cioé che il ricoprimento aperto sopra ha il sottoricoprimento
finito { N, |c ¢ T AVn < |o|o[n] € T }.

Il lemma di Konig debole afferma quindi la compattezza dello
spazio di Cantor.

Vedremo che WKL & equivalente alla compattezza nel senso
dei ricoprimenti di diversi spazi metrici completi, ed anche al
teorema di compattezza della logica.




Gli assiomi

Il lemma di Konig limitato

Un albero T'C N<N sj dice limitato se esiste una funzione
f:N—= N taleche Vo € TVi < |o|o(i) < f(i).

Teorema (RCA)

Sono equivalenti:
® WKLy,

® il lemma di Kénig limitato: ogni albero infinito e limitato
ha un cammino.

2 — 1 perché gli alberi contenuti in 2<N sono limitati dalla
funzione costante 2.

Per 1 — 2 trasformeremo ogni albero limitato in un albero
contenuto in 2<N,



WKL, dimostra il lemma di Konig limitato

Sia T'C N<N un albero infinito limitato da f.
Vogliamo trovare un cammino in 7.

Per ogni o € T definiamo o* € 2<" con |o*| = 32, |, f(9):
dato n < 3,5 f(2) siano jn < |o| e kn < f(in) tali che
n=>; f(i)+kn e poniamo

i 0 seky <o(jn);

o*(n) = .
1 seo(jn) < ky.

T ={pec2N |30 € TpCo*} esiste per AJ-comprensione
(si puo restringere il quantificatore ai o € T' con
lo| =min{j | |p| <> ,; f(i) }) ed & un albero infinito.
Per WKLy esiste un cammino g* in T*.

Poniamo ¢(j) = min{ % | g*(ZKj f(@)+k)=1}.
g € un cammino in 7.




>.{-separazione

Teorema (RCAy)

Sono equivalenti:

0 WKLy,

@ X\-separazione: se py(n) e @1(n) sono formule Y in cui
X non & libera e per cui vale ~3n(po(n) A 1(n)) allora

X Vn((po(n) = n € X) A (p1(n) = n ¢ X));

© se fo, f1 : N — N sono funzioni iniettive tali che
Vmo Vmy fo(mo) # f1(ma) allora esiste X C N tale che

vr((3m fo(m) =n—>n € X)A(3m fi(m) =n = n ¢ X))

4

2 — 3 & immediato.
3 — 2 per un lemma.
Resta da mostrare 1 < 2.




WKL, implica X!-separazione

Siano @o(n) = Imby(m,n) e @1(n) = ImO;(m,n) con 6; XY
e valga —3n(po(n) A p1(n)).

T ={oe2N|Vi<2Vm,n <|o|(6;(m,n) = o(n) =1) }
esiste per Eg—comprensione ed & un albero.

T ¢ infinito perché per ogni k esiste 0 € T con |o| = k.
Per il lemma di Konig debole esiste un cammino f in T.
Definiamo X = {n | f(n) =0}.

Allora Vn((po(n) = n € X) A (p1(n) = n ¢ X)).




>.{-separazione implica WKL,

Sia 7' C 2<N un albero infinito.

O(n,o0) < 3Irc2NrecTA|rl=nAocCT1)e X

¢(0,1) < In(0(n,0" (i) A=0(n,o~(1—1i))) & 9.

Vale =35 (¢(0,0) A ¢(0,1)) e per X{-separazione esiste X con

VJ(((p(U,O) —oeX)N(p(o,1) >0 ¢ X))

Definiamo per ricorsione primitiva (o : k € N) con |oy| = k:
0.(0) seo,€X;

o0 =(); Ok+1 =9\ A

o, (1) seop ¢ X.

Fissato n, mostriamo per induzione Vk < n6(n,oy).

In particolare 6(n, 0,,), cioe o, € T

Allora f = |J;, ok (cioe la funzione definita da f(n) = on41(n))

€ un cammino in 7.



w-modelli di WKL,

Esistono insiemi computabilmente enumerabili disgiunti che
sono computabilmente inseparabili. Percio REC non soddisfa
3:0-separazione e non & un modello di WKL,.

w-modelli

Quindi WKL & strettamente piu forte di RCA.

Si possono costruire w-modelli di WKLg i cui elementi sono
tutti low (X & low se X' =p (). Questi w-modelli non sono
chiusi sotto jump e non soddisfano ACAy.

Quindi WKL & strettamente piu debole di ACA,.

Non esiste il pit piccolo w-modello di WKL.
REC ¢ l'intersezione di tutti gli w-modelli di WKL,.




Compattezza di [0, 1] in WKL,

Il teorema di Heine-Borel afferma che ogni ricoprimento aperto
di [0, 1] ha un sottoricoprimento finito.

Se x,y,z € R scriviamo x € [y, z] pery <z < z

ex € (y,z) pery<z<z.

Teorema (RCA))

Sono equivalenti:
O WKLg;
@ se (c;:ie€N), (d;:i€N) sono successioni in R tali che
Vx € [O, 1] dix € (CZ‘, dz‘),
allora esiste n tale che
Vo € [0,1]3i < nz € (¢;,d;).

Dimostreremo 1 — 2 in due passi, considerando dapprima il
caso in cui ¢;, d; € Q.

Per dimostrare 2 — 1 useremo l'insieme di Cantor.



WKL, dimostra il teorema di Heine-Borel per
intervalli a estremi razionali

Supponiamo che (¢; : 1 € N), (d; : i € N) siano successioni in
Q tali che Vx € [0,1] Jizx € (¢, d;).

Se o0 € 2N siano ay = 32,1, 0(i) - 277 e by = ap + 2ol
Per ogni n, {[as,bs] | 0 € 2N A|o| =n} & la divisione di
[0,1] in 2™ intervalli di larghezza 27".

T={ocec2N| -3 <|o|(ci < ar < by < d;)} esiste per
3:0-comprensione ed & un albero.

Fissato f: N — {0,1}, & = >,y (i) - 2771 & I'unico reale
tale che Vnax € [af[n},bf[n]].

Se ¢; < x < d; esiste n tale che ¢; < afln) < bf[n] <d;e

fln] ¢ T, ciog f non & un cammino in 7.

Per WKL T ¢ finito, ciog esiste n tale che Yo € T'|o| < n.
Allora Vo (lo| < n — 3i < |o|(c; < ar < by < d;))

e quindi Vz € [0,1] 3 < nzx € (¢, d;).



WKL, dimostra il teorema di Heine-Borel

Se le successioni (¢; : i € N) e (d; : i € N) degli estremi degli
intervalli aperti sono reali anziché razionali, ci riconduciamo al
caso precedente come segue.

Sia p(q,7) <> ¢,r € QA Ti(c; < g <r < dy).
@ & XV ed esiste f: N — Q x Q tale che
Va,r(¢(g,r) < 35 £(5) = (q:7))-

Scrivendo f(j) = (gj,r;) si ha Vo € [0,1]Jjx € (¢;,75).
Per quanto gia dimostrato, esiste m tale che

Ve €[0,1]3j <max € (gj,75)-
Dato che ¢; < gj <rj <d; e 2(1) esiste una funzione
g : N — N tale che Vj (Cg(j) <gq; <r;< dg(j))-
Allora se n = max{ g(j) | 7 <m} si ha

Vx € [0, 1] di<nxe (Cl,dl)



Una versione parallela di Heine-Borel

Il teorema di Heine-Borel puod essere generalizzato in modo da
considerare simultaneamente infiniti ricoprimenti.

Teorema (WKL)

Se (cpi:n,i € N) e (dy; = n,i € N) sono successioni in R
tali che
VnVx € [0, 1] dix € (Cm',dm‘),
allora esiste f : N — N tale che
VnVz € [0,1]3i < f(n) z € (cni,dni).

Si ripete la dimostrazione precedente “in parallelo” per ogni n.




L’insieme di Cantor

L'insieme di Cantor C consiste di tutti i reali della forma

Yien 2f(i) - 371 per qualche f: N — {0,1}.

C C [0,1] & omeomorfo a 2V e identificheremo cammini in 2<N
con elementi di C.

Se o € 2N siano ay = 37,1 20(1) - 37 e by = ap + 3l
[ag~(0),bo~(0y] € il terzo di sinistra di [as, by].
Sia z € [0, 1]:
e sex e C c'eununica f: N — {0,1} tale che
Vnzx € [af[n],bf[n]];
e sex ¢ C c'® un'unica o € 2<V tale che
z € (bo~(0)) Ao (1))-
Siano anche a/, = a, — 379" e b = b, + 3711~ 1.
(al,bL)N(a,b.) =0 quandooc £ TeT L 0.

grro




Il teorema di Heine-Borel implica WKL,

Sia T'C 2<N un albero senza cammini: vogliamo mostrare che
¢ finito.
SaT ={rc2N|r¢TAVn<|r|7[n] €T}
Ser,oeT cont#calloracfrer¢o.

{(@),8) | 7€ '} U{ (byr(oy, am1y) | 7 € 2
& un ricoprimento di [0, 1].
Per il teorema di Heine-Borel esiste un sottoricoprimento finito
e, dato che gli intervalli in { (a/,b.) | 7 € T" } sono a due a
due disgiunti, 7" & finito.

Ma allora T'={7[n] | 7 € T" An < |7|} & finito.



Generalizzazione agli spazi metrici completi

Teorema (RCA)

Sono equivalenti:
0 WKLy,

® ogni ricoprimento di uno spazio metrico compatto ha un
sottoricoprimento finito.

1 — 2: generalizzare gli argomenti usati per [0, 1],
utilizzando il lemma di di Konig limitato.

2 — 1 segue dal reversal fatto.




Uniforme continuita

Definizione (RCA))

Sia ¢ : [0,1] — R una funzione continua.

¢ & uniformemente continua se

Ve > 036 > 0Vz,y € [0,1](lz — y| <6 — |d(z) — ¢(y)| < e).
h:N — N & un modulo di uniforme continuita per ¢ se
vnVa,y € [0,1](jz — y| < 27" = |g(x) — ¢(y)] < 27").

Ovviamente se una funzione ha un modulo di uniforme
continuita € uniformemente continua.




Esistenza di moduli di uniforme continuita

Teorema (WKL)

Ogni funzione continua ¢ : [0,1] — R ha un modulo di
uniforme continuita.

Dimostrazione.

Sia ® un codice per ¢. Definiamo
Y(n,q,r) <> q € QAr € Q+A5|5,t((q, 2r)®(s, t) Nt < 2_"_1).
) & 2(1) e esiste ( (qni, ni) : n,7 € N) tale che per ogni n

Vg, (¥(n,q,7) > Fi(q,7) = (nis i)
{ B(Gni,Tn:) : @ € N) & un ricoprimento aperto per ogni n.
Per la versione parallela del teorema di Heine-Borel esiste
f:N — N tale che VnVz € [0,1] i < f(n) z € B(qni, ™ni)-
h(n) = min{j | Vi < f(n) 277 < rp; } & un modulo di uniforme
continuita per ¢. Infatti se |z — y| < 2=h(n) e 1 € B(qni, i)
con i < f(n), dato che ¥(n, qu;, rn;) esistono s e t < 2771
tali che (), ¢(y) € B(s,t), e quindi |o(z) — d(y)| < 27", [




Esistenza del massimo

Teorema (WKL)

Per ogni funzione continua ¢ : [0, 1] — R ha massimo,
cioé esiste x € [0,1] tale che V2’ € [0,1] p(a') < ¢(z).

Dimostrazione.

Useremo la costruzione della dimostrazione precedente.
Sia y = lim, max{ ¢(qn;) | © < f(n) }. L'esistenza di y ed il
fatto che y = sup{ ¢(z) | x € [0, 1] } si dimostrano in RCA,.
Resta da mostrare che 3z ¢(z) = v.
Sia U(g,r, s,t) < (q,7)P(s,t) Ns+t <.
Y & 39 e esiste { (qi, 7, 8i,t;) 1 i € N) tale che

Yq, r,s,t(d}(q,r,s,t) < Fi(q,r,s,t) = (qi, 7, si,ti)).
Se ¢(x) <y per ogni x allora ( B(g;, ;) : % € N) ricopre [0, 1]
e per HB ha un sottoricoprimento finito, { B(g;,7;) : i < k).
Se z=max{s;+t;|i<k}sihaz<yed(x) <z perogni
x € [0, 1], contraddicendo una proprieta di y. OJ




Proprieta delle funzioni continue su [0, 1]

Teorema (RCA))

Sono equivalenti:
©® WKLy,

continue @® ogni funzione continua su [0, 1] é uniformemente continua;

© ogni funzione continua su [0, 1] é limitata;
O ogni funzione limitata e uniformemente continua su [0, 1]
ha estremo superiore;

© ogni funzione limitata e uniformemente continua su [0, 1]
che ha estremo superiore lo raggiunge.

1 —=2A3AN4A5: gia dimostrato.

Per i reversal dimostreremo =1 — =2 A =3 A =4 A —5.




Funzioni
continue

Una funzione continua e illimitata

Per tutti i reversal supponiamo —-WKLg:

sia T C 2<N un albero infinito senza cammini e poniamo

T ={re€2N|7¢ T AVYn<|r|7[n] € T}, pure infinito.
Siano C, a, e b, come nella discussione dell'insieme di Cantor.
([ar,bs] : 7 € T") ricopre C con elementi a due a due disgiunti.

Ogni =z ¢ U{ [ar,bs] | 7 € T" } appartiene ad un unico
intervallo (br,a,) con 7,0 € T".

Definiamo una funzione continua illimitata ¢ : [0,1] = R
ponendo ¢(z) = |7| se x € [ar,b;]| per qualche 7 € T, ed
estendendo linearmente negli intervalli del tipo (b;, a,) per
T,oeT.

Dato che T ¢ infinito, ¢ & illimitata e quindi non
uniformemente continua.

Percio sia 2 che 3 sono falsi.



Una funzione uniformemente continua senza
estremo superiore

Continuiamo a supporre =“WKL( e usiamo la stessa notazione.

Da =“WKLy segue —~ACA( ed esiste una successione crescente e
S limitata di reali senza estremo superiore:
o<l < <oy < <2
Definiamo ¢4 : [0,1] — R ponendo ¢4(x) = c|;| se = € [a;, b;]
per qualche 7 € T”, ed estendendo linearmente negli intervalli
del tipo (br,a,) per 7,0 € T".
Dato che (¢, ) non ha estremo superiore, neppure ¢4 ce I'ha.

¢4 € uniformemente continua e 4 & falso.




Una funzione uniformemente continua con
estremo superiore e senza massimo

Definiamo ¢s : [0,1] — R ponendo ¢5(z) =1 — 271"l se

x € [ar, b;] per qualche 7 € T”, ed estendendo linearmente
negli intervalli del tipo (b;,a,) per 7,0 € T".

sup{ ¢5(z) | © € [0,1] } =1 ma ¢5(x) < 1 per ogni z.

¢5 € uniformemente continua e 5 & falso.




Il teorema di approssimazione di Weierstrass

Teorema (RCA))

Sono equivalenti:
0@ WKLy,
@ se ¢ :[0,1] — R é continua e € > 0 esiste un polinomio p
tale che Vx € [0,1] |p(x) — p(x)| < &;
© se ¢:[0,1] — R & continua esistono polinomi
(pn :n € N) tali che VnVx € [0,1] |¢p(x) — p(z)| < 27"

Dimostrazione.

1 — 2 A 3: 2 per ¢ uniformemente continua e 3 per ¢ con
modulo di uniforme continuita si dimostrano in RCA.
In WKLy le funzioni continue hanno queste caratteristiche.

2V 3 — 1 perché i polinomi sono limitati. [




L’integrale di Riemann

Teorema (RCA))

Sono equivalenti:
©® WKLy,

@ se ¢:[0,1] — R é continua fo x) dz (definito in modo
standard) esiste ed é finito.

Dimostrazione.

1 — 2: se ¢ ha modulo di uniforme continuita I'integrale si
definisce in RCAy con la solita costruzione.

-1 — —2: se “WKLg definiamo ¢ : [0, 1] — R ponendo

d(z) = 3"l = (b, —a,)"! se x € [ar,b,] per qualche 7 € T", e
Imearmente negli intervalli del tipo (b, a,) per 7,0 € T".
fo x) dx & infinito. O

v




Il teorema di esistenza di Peano

Teorema (RCA))

Sono equivalenti:

0 WKLy,

@ se F': [—a,a] x [-b,b] - R é continua, M = max F' e
Eeio] ¢ = max{a,b/M?} allora esiste ¢ : [—c,c] — R continua

differenziali e

fsa ™ P con $(0) =0 e ¢/ (z) = F(z, p(x)) per ogni x € [—c,c];
© /o stesso enunciato per F' con modulo di uniforme
continuita. )

Il lemma di Ascoli-Arzela, che viene normalmente usato nelle
dimostrazioni del teorema di Peano, & equivalente a ACAy.

Quindi 1 — 2 non usa il lemma di Ascoli-Arzela.
La dimostrazione del teorema di Peano in WKL & piu
“costruttiva®, ma non piu semplice, di quella usuale.




Due teoremi di punto fisso

Teorema (RCA))

Sono equivalenti:
0 WKLy;
@ se ¢:[0,1] x [0,1] — [0, 1] x [0,1] é continua allora esiste
xo € [0,1] x [0, 1] tale che ¢p(xo) = xo;
© se C & chiuso e convesso in [-1,1]N e¢: C — C &
continua allora esiste xg € C tale che ¢(xy) = xy.

2 ¢ il teorema di punto fisso di Brouwer, mentre 3 & noto come
teorema di punto fisso di Schauder.




Nozioni logiche

Fissiamo un linguaggio numerabile L C N
ed una numerazione di Godel di termini e formule.
Usiamo solo =, A e V.

Sistema alla Hilbert, con il modus ponens come unica regola.

Per ric prim si definiscono gli insiemi Termy, (termini),
Formy, (formule), Eny, (enunciati), Assy, (assiomi logici).

Dim(X, p) <+ p € NN AVE < [p|(p(k) € Formp) A =9
VEk < |p| (p(k) € X U Assp v 3i,j < k(p(i) = ‘p(j) — p(k)")).
Prov(X, ¢) ¢ 3p(Dim(X,p) A p(lp| = 1) = ¢) =]
Ch(X) > Vo € Eng(Prov(X,0) — 0 € X) I19

Coer(X) «» Vo € Eng(—Prov(X, o) V =Prov(X, —0)) I1¢
Compl(X) <+ Vo € Eng,(Prov(X, o) V Prov(X, o)) 19




Il lemma di Lindenbaum in WKL,

Lemma (WKL)

Sia X C Eny, tale che Coer(X). Esiste X* C Eny, tale che
X C X*, Coer(X*), Ch(X*) e Compl(X™).

Dimostrazione.

Sia (o : i € N) un'enumerazione di Eny,.
Sia T l'insieme dei 7 € 2<N tali che per ogni 4,7,p < |7] si ha
Qo X 7@ =1;
® Dim({o; | 7(1) =1},p) =
VEk < |pl(p(k) = 0; = 7(j) = 1);
© o, =-0; = 7(i) =1—7(j).
Coer(X) implica che T & infinito e quindi ha un cammino g.
X*={0;]g(i) =1} & il completamento cercato. O

v




Modelli in RCA,

Definizione

Un modello & una funzione M : Tyy U Epp — | M| U {0, 1} dove
|M| C N (universo di M) e T, Eps sono gli insiemi dei
termini chiusi e degli enunciati di Lyy = LU {m | m € |[M]|}.
y M soddisfa le condizioni della definizione di verita di Tarski:
Ith':‘:d e set e Ty allora M(t) € |M|;

o M(m)=m;

e se 0 € Eyy allora M (o) € {0,1};

e se ty, S0, -, tn, Sp € Ths sono tali che M (t;) = M (s;)
allora M(f(£)) = M(f(5)) e M(r(Z)) = M(r(3)) per ogni
simbolo di funzione f e simbolo di relazione r di L;

e M(—o)=1-M(o);

° M(Ul /\0’2) = M(Ul) . M(Jg);

o M(Vop(v)) = [Tmein M(o(m)).




Reverse mathematics dei teoremi logici

Teorema (RCA))

Sono equivalenti:
©® WKLy,

® il lemma di Lindenbaum;

| teores

ZiZlSLttezéée © il teorema di completezza di Godel: se Coer(X) allora X
ha un modello M (cioé Vo € X M (o) =1);

O il teorema di compattezza: se ogni sottoinsieme finito di
X ha un modello, allora X ha un modello;

@ il teorema di completezza per la logica proposizionale;

@ il teorema di compattezza per la logica proposizionale.

1 — 2 appena dimostrato. 2 — 3 come due giorni fa.
3—4eb— 6standard. 3 —5e 4 — 6 owvi.
6 — 1 & il reversal.




Il reversal

Consideriamo la logica proposizionale con atomi (a; : i € N).
0

Poniamo a; = —a; e a} = aj.

Sia T C 2<N un albero infinito. Per ogni n definiamo

| teoremi di

completezza e 7(0 T(n—1
comglat(tezza O-n:\/{ao()/\”'/\an(f]_ )‘TET/\’T|:TZ}.

Dato che esiste 7 € T' con || = n ogni 0, ha un modello,
che & anche un modello per ,, con m < n. Quindi ogni
sottoinsieme finito di X = {0, | n € N} ha un modello.
Per compattezza X ha un modello M, che associa ad ogni
formula 0 (falso) o 1 (vero).

g definita da g(i) = M (a;) € un cammino in 7.




Ideali in anelli

Definizione (RCA()

Un anello (commutativo) (|A|,04,14,+4,—4,-4)
consiste di |[A| C N, 04 # 14 € |A|, operazioni binarie +4 e - 4,
un’operazione unaria — 4 che soddisfano gli usuali assiomi.
Un dominio d'integrita € un anello tale che
Va,be |Al(a-ab=04 > a=04Vb=0y4).

D’ora in poi scriviamo A per |A| e omettiamo i pedici 4.

Definizione (RCA()

Un ideale di A & un insieme I C |A| taleche 0 € 1,1 ¢ I,
Va,be la+beleVaelVbe Aa-bel.
Un ideale massimale di A & un ideale M tale che
Vac A\M3be A(a-b—1€ M).
Un ideale primo di A & un ideale P tale che
Va,be A(la-be P —-ac PVbe P).




Esistenza di ideali primi

Teorema (WKL)

Ogni anello A ha un ideale primo.

Anell La dimostrazione usuale di questo teorema avviene
mostrando che ogni anello ha un ideale massimale
e osservando che ogni ideale massimale & primo.

Questa dimostrazione non puo essere fatta in WKLy,
perché I'esistenza di ideali massimali & equivalente a ACA,.

La nostra dimostrazione seguira altre strade.




Primo passo per costruire un ideale primo

Sia (a; : i € N) un’enumerazione di A con ap =0e a; = 1.
Definiamo ricorsivamente una succ di insiemi finiti
(X5 : 0 €2<N) iniziando da X = {0}.
Se X, & definito e |o| =4 ((i,7),m) + k con 0 < k < 4:
k=0 se a; - aj ¢ Xo—, Xo"“(O) = Xo"‘(l) = Xo—;
se a;-a; € X, XUA<0> =X, U {CLZ} e
Xa“(l) = Xo U{a;};
k=1 X0A<0> =0; se ai, a5 € X, Xo-”(l) =X, U {ai + a]’},
se a; ¢ X, oppure a; ¢ X, Xo~(1y = Xo;
k=2 XO'”(O) =0: se a; € X, Xa"‘(l) =X, U {ai . aj},
se a; ¢ X, Xo~(1y = Xoi
k=3 Xa”(O) = @; se 1 € X, XU“(l} = Q),
se 1 ¢ Xs, Xa”‘(l) = XU.
Se |o| non & del tipo 4 - ((4,7),m) +k con 0 < k < 4,
ng\(()) = @ e ng\<1> = XU.

S={oceNN|X,#0} & un albero.




Anelli

L’infinita di S

Per dimostrare che S & infinito mostriamo per II{-induzione
che per ogni n esiste ¢ € S con |o| = n tale che X, non
genera A come A-modulo (cioé nessuna combinazione lineare
di elementi di X, con coefficienti in A & uguale a 1).
Per n =0, Xy = {0} e siamo a posto.
Per il passo induttivo sia o € S con |o| = n tale che X, che
non genera A (e quindi 1 ¢ X,).
| casi k = 1,2,3 sono banali, perché gli elementi eventualmente
aggiunti a X, per ottenere X~y sono c.l. di elementi di X,.
Il caso k =0 e a;-aj ¢ X, & 'unico interessante: si deve
dimostrare che non & possibile che sia X~ oy = X, U {a;} che
Xo~(1y = Xo U{a;} generino A.
Altrimenti 1 = c+ra; =d+ saj conr,s € Aec,dc.l di
elementi di X,. Ma allora

1= (c+ra;)- (d+ sa;) = cd+ csaj + dra; + rs(a;a;)
€ una c.l. di elementi di X,.



Un’illusione

Allora S ha un cammino g.

Si verifica facilmente che J,, Ay, & un ideale primo.

Ma WKLg non dimostra I'esistenza di | J,, A4
(ci vuole 2%-comprensione)

Ci salveremo con la XY-comprensione limitata. . .




Finalmente I'ideale primo

Sia T I'insieme dei o € 2<N tali che ¢(0) =1 se |o| > 0,
o(1) =0se |o| > 1 e, per ognii,j,k < |o] si ha

O seo(i)=0(j)=1ea;+a; =ay allora o(k) =1;

@ seo(i)=1ea; aj =ayallora o(k) =1;

© seo(i)=0(j)=0ea; a;j =ay allora o(k) = 0.
T & un albero.

Dato msia Y = {i <m|3na; € Ay, } e definiamo o € 2<N
con |o| = m ponendo per i < m, o(i) =1seesoloseicY.
Dato che o € T', T & infinito e ha un cammino h.

P ={a;| h(i) =1} & un ideale primo in A.




Reverse mathematics dell’esistenza degli
ideali primi

Definizione

Un ideale radicale di A & un ideale R tale che
Va € AVn(a™ € R — a € R).

Teorema (RCA)
Sono equivalenti:
O WKLy,

® ogni anello ha un'ideale primo;

| A

© ogni anello ha un'ideale radicale.

1 — 2 appena dimostrato.
2 — 3: in RCA( si dimostra che ogni ideale primo & radicale.

3 — 1 el reversal.




Il reversal

In RCAqy dimostriamo che se ogni anello ha un'ideale radicale
allora le immagini disgiunte delle funzioni iniettive f, g sono
separate da un insieme.

Sia Ag = Q[(xy, : n € N)] I'anello dei polinomi su Q in infinite
variabili.

{x?(j#) | m e N}U{xzz;% —1|m e N} genera un ideale I.
Dato f € Ag, f ha una forma normale f* modulo I:

se z¥ occorre in f* allora k # f(m), g(m) per ogni m < k.

n

Questo mostra che I = { f € Ay | f* =0} esiste.

Sia A = Ap/I e per 3 sia J un ideale radicale in A.

Jo=A{f€ Ao |[f]lr € J} € un ideale radicale di Ay.
Zf(m) € Jo (perché 2" € I C Jg e J & radicale).

Tym) & Jo perché altrimenti 1 = xzz;rnl) € Jo.

Percio {n | x,, € Jy } separa le immagini di f e g.



Campi

Un campo K consiste di un insieme |K|, di elementi Ox e 1,
di operazioni binarie +x e -x e di un'operazione unaria — g,
che soddisfano gli usuali assiomi per i campi.

L'anello dei polinomi su K &

Klz] = {{ag,...,an) |Vi<na; € KAN(n>0—a, #0g) }.
Scriveremo f(x) = > I, a;z" al posto di (ag, ..., a,) e

f(a) =31 ,a;a’ quando a € K.

K & algebricamente chiuso se per ogni f(z) € K|[x]

di grado > 1 esiste a € K tale che f(a) = Og.

Una chiusura algebrica di K consiste di un campo )
algebricamente chiuso K e di un monomorfismo h: K — K
tali che Vb e K3f(z) € K[z](f(z) # 0x AR(f)(b) =0z).

RCA( non dimostra I'esistenza dell'immagine di h.



Unicita della chiusura algebrica

Teorema (WKL)

Ogni campo K ha un'unica chiusura algebrica: se h; : K — K;
(i = 1,2) sono chiusure algebriche di K esiste un isomorfismo
h: Ky — Ky tale che h(hi(a)) = ha(a) per ognia € K.

Dimostrazione.

Siano (a;:i € N) e (b; : i € N) enumerazioni di K e K.

Sia (p; : i € N) una succ di polinomi con h;(p;)(b;) = 0.

Sia T I'insieme dei o € N<N tali che per ogni 7,7,k < |o| si ha
(1) (i) € Ka; (2) se b; + b; = by, allora o(i) + o(j) = o(k);
(3) se b; - bj = by, allora o (i) - o(j) = o(k); (4) se b; = hi(a;)
allora o (i) = ha(a;); (5) ha(pi)(o(i)) = 0.

T & un albero infinito (considerando estensioni finite di K) e
limitato per (5): o(i) < max{c € Ky | ho(p;)(c) =0}.

Se g & un cammino in T, h(b;) = g(7) & I'isomorfismo. O




Reverse mathematics dell’unicita della
chiusura algebrica

Teorema (RCA))

Sono equivalenti:

©® WKLy,
® ogni campo ha un’unica chiusura algebrica.

1 — 2 appena dimostrato.

2 — 1: si mostra in RCAg che se ogni campo ha un'unica
chiusura algebrica allora le immagini disgiunte delle funzioni
iniettive f, g sono separate da un insieme.

Si utilizzano due diverse immersioni dello stesso campo in

Q(v-1).




Ricorsione transfinita e oltre

O |l sistema ATR

@® Confrontabilita dei buoni ordini
© Altri risultati

O |l sistema H%—CAO

@ Altri sottosistemi



Ordini

Definizione

Il s Se X C N x N poniamo

fd(X) = {i] 3 ((i,5) € X v (j,9) € X) },
i<xjo(ij)eEXei<xjtri<xjNidj.

X C N x N e ben fondato se non esiste f: N — fld(X) tale

che Vn f(n+1) <x f(n).

X C N x N e un ordine parziale se valgono:

o Viefld(X)(i <x i);

o Vi,j efld(X)(i<x jAj<xi—i=}j),

o Vi,j,k e fld(X)(i <x jAj <x k—i<xk).
X & un ordine lineare se vale anche:

o Vi,j € ld(X)(i <x jVj <x ).

Un ordine lineare ben fondato & un buon ordine.




Verso la ricorsione transfinita

L'idea della ricorsione transfinita & la seguente: se 6(n,Y) &
una formula e X un buon ordine, per ogni i € fld(X) vogliamo
definire Y; = {n [ 0(n,U,.,,; Y)) }-

SeY ={(n,i)|i e fld(X)An €Y},

Uj<y: Y5 & codificato da Y* = {(m,j) € Y [ j <x i }.

Definizione (RCAy)

Se O(n,Y") & una formula, Hy(X,Y) & la formula
LO(X)AY ={(n,i)|i€fld(X)AO(n,Y?)}.
Hy(k,X,Y) & la formula
LOX)Akefld(X)AY ={(n,3) |i<x kAO(n,Y?)}.

Se Hy(X,Y) allora Vk € ld(X) Hq(k, X, YF).
0 puo avere variabili libere diverse da n e T', e quelle variabili
saranno libere in Hy(X,Y) e Hy(k, X,Y).



ATRy

Siano LO(X) e WO(X) le formule che asseriscono che X ¢,
rispettivamente, un ordine lineare e un buon ordine.

LO(X) & ITY, mentre WO(X) & IT}.

Gli assiomi di ATRq sono quelli di ACAq pitu lo schema di
ricorsione transfinita aritmetica:
se 0 & aritmetica

VX (WO(X) — 3Y Hp(X,Y))

ATR abbrevia Arithmetic Transfinite Recursion.




Induzione transfinita aritmetica

L'induzione corrispondente alla ricorsione transfinita aritmetica
& dimostrabile in ACAy.

Teorema

Se p(X) é una formula aritmetica ACAo dimostra:
per ogni X tale che WO(X) vale
Vi € ld(X) (V5 <x i p(j) = ¢(i)) = Vi € Ad(X) o(3).

Dimostrazione.

SiaY ={iefld(X) | —¢(i) }. Se vale I'ipotesi
dell'implicazione Vi € Y35 € Y j <x 1.

Se Y # () definiamo f : N — fld(X) per ricorsione ponendo
F(0) =minY, f(n+1) =min{j €Y | j <x f(n)}

(i minimi sono rispetto a <, non a <x).

f mostra “WO(X). Quindi Y =0, cioe Vi € ld(X) p(¢). [

v




Unicita della ricorsione transfinita

Lemma (ACA)

Se O(n,Y) é una formula e X & un buon ordine,
esiste al pit un'Y tale che Hy(X,Y).
Similmente, per ogni k esiste al pitt un'Y tale che Hy(k, X,Y).

Dimostrazione.

Se Hyp(X,Y) e Hp(X, Z) dimostriamo per induzione transfinita

aritmetica che Vj € ld(X) Y7 = Z7.

Assumendo che Vi <x jY* = Z% si ha

Yi={n|0(n,Y")}={n|0(n,2")} = Z; per ogni i <x j.

Percio Y/ = {(n,i) |i<x jAn€EY;} =
={(n,i)|i<xjAn€Z}=27.

L'argomento per Hy(k, X,Y") & lo stesso. O

v




3. |-separazione

Teorema (RCA))

Sono equivalenti:
o ATRo,'
@ X1i-separazione: se @o(n) e @1(n) sono formule X1 in cui
X non é libera e per cui vale ~3n(po(n) A p1(n)) allora
X Vn((po(n) = n € X) A (p1(n) = n ¢ X)).

1 — 2 & dimostrato nel libro di Simpson attraverso il teorema
di separazione di Lusin (teoria descrittiva degli insiemi). Noi ci
arriveremo attraverso la confrontabilita dei buoni ordini.

2 — 1 el reversal.




Y.1-separazione implica ATR,

La X1-separazione implica la comprensione aritmetica, quindi
possiamo ragionare in ACAy.
Siano X un buon ordine e 6(n,Y’) una formula aritmetica.

Siano ¢o(n,j) <> 3Y (Hy(j, X, Y) AO(n,Y))
e pi1(n,j) « Y (Hy(j, X, Y) A =0(n,Y)).

©o(n, j) e ¢1(n,j) sono entrambe X} e, dato che esiste al pill
un Y tale che Hy(j, X,Y), si ha =3n Elj(gpo(n,j) A gol(n,j)).
Per X1-separazione esiste T tale che

VTL,]((QO()(TZ,]) - (naj) € W) A (ng(n,]) - (nvj) ¢ W))
Per induzione transfinita aritmetica dimostriamo Hy(j, X, W7)
e Vn((n,j) € W < 6(n, W9)) per ogni j € ld(X).
L'ipotesi induttiva implica subito Hy(j, X, W7).
Inoltre Vn((po(n,j) <> O(n, W9)) A (¢1(n, j) <> —0(n, W7))).
Percid Vn((n,j) € W < 0(n, W7)).
Se Z={(n,j) e W|jefld(X)} siha Hy(X, Z).



w-modelli

w-modelli di ATR,

Teorema

ARITH non é un modello di ATRy,
e quindi ATRq é strettamente pit: forte di ACAy.

Dimostrazione.

Sia (n,Y) <>n €Y' 6e&X e quindi aritmetica.

Sia X ={(j,i) | j <i}, l'ordine usuale di N.

RCA dimostra WO(X), che & quindi vero in ARITH.

Se Y & tale che Hy(X,Y), per ogni i si ha Y; = ((i+1).

Allora 0+1) <Y per ogni i e quindi Y ¢ ARITH. O

A\

Non esiste il pit piccolo w-modello di ATRg.

HYP, l'insieme dei sottoinsiemi iperaritmetici di w,
e l'intersezione di tutti gli w-modelli di ATRy.



S-modelli di ATR,

Un -modello & un w-modello M tale che per ogni enunciato
31 ¢ (con parametri da M), M = ¢ se e solo se ¢ & vero.

[Per gli w-modelli questo vale per ¢ aritmetica.]

w-modelli

Ogni S-modello & un modello di ATRy.

Non esiste il pit piccolo S-modello di ATRg
e HYP e l'intersezione di tutti i S-modelli di ATRy.




Il sistema

ontabilita

ordini

Le definizioni

Altri risultati

Il sistema
I11-CAg

Altri
sottosistemi

Confrontare ordini lineari

Definizione (RCA))

Supponiamo LO(X) e LO(Y).

Un isomorfismo tra X e Y e una f : fld(X) — fld(Y") tale che
Vi, j € d(X) (i <x j < f(i) <y f(5)).

Scriviamo f: X =Y, mentre X =Y (un abuso di notazione

come quello per i reali) indica |'esistenza di un isomorfismo.

X & un segmento iniziale di Y se esiste k € fld(Y") tale che

X={0j)]isyj<vk}

f X <Y indica che f & un isomorfismo tra X e un segmento

iniziale di Y. f: X > Y indica che f & un isomorfismo tra un

segmento iniziale di X e Y.

f: XY X2V, X<Y, X>Y, X<YeX>Y

hanno i significati owvi.

Una mappa di confronto tra X e Y € una f tale che

f: X <Y oppure f: X >Y.




Le definizioni

Buoni ordini e ordinali

| buoni ordini sono i codici per gli ordinali numerabili.

SeWO(X)eWO(Y), X <Y, X>Y, X<YeX>Y
rappresentano le corrispondenti relazioni tra ordinali.

Mostreremo che ATR( € necessaria per una buona teoria degli
ordinali.

Una proprieta fondamentale degli ordinali & la loro
confrontabilita.

Definizione (RCA))

Indichiamo con CWO la confrontabilita dei buoni ordini:
se WO(X) e WO(Y) esiste una mappa di confronto tra X e Y,
cioe X <Y oppure X > Y.




Unicita della mappa di confronto

Teorema (RCA))

Se WO(X) e WO(Y) esiste al pitt una mappa di confronto tra
X eY. In particolare non puo essere sia X <Y che X >Y.

ATR( dimostra
WO

Dimostrazione.

Se f e g sono due mappe di confronto tra X e Y

sia Z = {1 € fld(X) | f(i) # g(i) }.

SihaVie Z3jeZj<xie se Z+#0, avremmo -WO(X).
Percio Z=0e f=g. O

v




Esistenza della mappa di confronto

Teorema (ATRy)

CWO: se WO(X) e WO(Y') esiste una mappa di confronto tra
XeY.

ATR(y dimostra - -
awd Dimostrazione.

Sia O(n, f) la formula aritmetica che asserisce che

n € fld(X) e esiste £ € fld(Y) tale che
feliefldX)|i<xn}={jefld}Y)]|j<y {}.

Per ricorsione transfinita esiste f tale che Hy(Y, f).

Per induzione transfinita aritmetica si verifica che f & una
mappa di confronto tra X e Y. O

v




L’ordine di Kleene-Brouwer

Definizione

L'ordine di Kleene-Brouwer KB & un ordine lineare con
fld(KB) = N<N definito ponendo o <kg 7 se e solo se
7 C oV 3j < min{|o|, ]T\}(Vz <jo@@)=71(@)No(j) < T(j)).

L'ordine di
Kleene-Brouwer

() & il massimo dell'ordine di Kleene-Brouwer, che non ha
minimo ed ¢ denso.

Studieremo soprattutto le restrizioni dell'ordine di
Kleene-Brouwer: se T'C N<N sia KB(T) = KBN (T x T).




Il sistema

ontabilita

L'ordine di
Kleene-Brouwer

Altri risultati

Il sistema
I11-CAg
Altri
sottosistemi

L’ordine di Kleene-Brouwer e i cammini

Lemma (ACAy)

Se T & un albero, WO(KB(T')) se e solo se T non ha cammini.

Dimostrazione.

Se g € un cammino in T vale g[n + 1] <kg g[n] per ogni n,
e KB(T") non & un buon ordine.

Se KB(T') non & un buon ordine sia f : N — T tale che
f(n+1) <kg f(n) per ogni n.

S={oceT|3Inoc C f(n)} e un albero infinito.

Datoo € S,se 07(i) € Ssia g(i) =min{n | 07(i) C f(n) }.

(1)
Se i < j allora f(g(i)) <ks f(g(j)) e quindi g(i) > g(j)
Percio esiste solo un numero finito di 7 tali che 67(i) € S

Abbiamo mostrato che S ¢ finitamente generato: per il lemma
di Konig S ha un cammino, che & un cammino in 7. Ol




Teorema di forma normale di Kleene

Per f: N — Nsia fim] = (f(i):i <m).

Un insieme X viene identificato con la sua funzione
caratteristica e X[m] = (£(i) : i < m) dove

0 sei¢ X;

1 seieX.

L'ordine di
Kleene-Brouwer

Per ogni formula 31 (X)) esiste una formula 29 (o, 7) tale
che ACA dimostra
VX (p(X) ¢ 3f ¥m 0(X[m], fm])).

 puo avere variabili libere diverse da X, e le stesse variabili
saranno libere in 6.

Il lemma viene dimostrato utilizzando le funzioni di Skolem.




Forma normale di Kleene per formule
aritmetiche

Iniziamo a dimostrare il teorema di forma normale nel caso in
cui p(X) & aritmetica e pud essere scritta come

VYmy 3ng ... V¥myg Ing (X, m1,n1,. .., mp, ng) con x Y.
Possiamo supporre che X occorra in x solo in formule
atomiche del tipo m; € X e n; € X: se occorre m; +n; € X
lo sostituiamo con Ingi1(ng+1 = m; +nj Angyq € X).

BT  ACA( dimostra che (X)) vale se e solo se esistono le funzioni
di Skolem g1, ..., g tali che
le .. mG X(X,ml,gl(ml), PN ,mk,gk(ml, NN ,mk))

Impacchettando le funzioni di Skolem in un'unica funzione f e
dato che le informazioni su X necessarie a stabilire se vale
x(X,m1,g1(mq),...,mg, gc(m1,...,mg)) sono
I'appartenenza o meno di my, g1(m1),...,mg, gr(ma, ..., myg)
a X, si scrive una formula X 6(o,7) tale che

ACA( dimostra VX (p(X) <> 3f Ym 0(X[m], fm])).




Forma normale di Kleene per formule X}

Se p(X) «+» Y Y(X,Y) con 1) aritmetica il caso precedente
fornisce |'esistenza di una formula X9 1(c, 7) tale che ACAq
dimostra VX VY (¢¥(X,Y) < 3f Vmn((X @ Y)[m], f[m])).

IS Come al solito X @Y ={2n|ne X}U{2n+1|neY}.

7 pud essere trasformata in una formula X3 0(o, 7) tale che
VX (FY 3fVmn((X @ Y)[m], fim]) <> 3hYm (X [m], h[m])).




Insiemi analitici

Codici analitici

Continuiamo a identificare X C N con la sua funzione
caratteristica X : N — {0, 1}, ciog un punto dello spazio di
Cantor 2V, Usiamo X € 2N allo stesso modo di z € R.

Un sottoinsieme dello spazio di Cantor € analitico se ¢ la
proiezione di un sottoinsieme chiuso di 2V x NV,

Definizione (RCA()

Un codice analitico & un albero A C N<N tale che ogni membro
di A & della forma ((&,m;) :i <n) con & < 2, cioe &
ottenuto da (& :i<n)€2Ne (m;:i<n) e NN
Scriviamo A(o, 7) per |o| = |7| A ((c(i),7(i)) : i < |o]) € A.
Per X € 2N, X & un punto di A se 3fVk A(X[k], f[k]).

Se X & un punto di A scriviamo X € A, altrimenti X ¢ A.

X € A & una formula X{ e mostreremo che vale il converso.



Insiemi analitici

Altri risultati

Il sistema
I11-CAg

Altri
sottosistemi

Codici analitici e formule X1

Lemma

Per ogni formula $1 ¢(X) ACAq dimostra I'esistenza di un
codice analitico A tale che VX (p(X) <> X € A).

Dimostrazione.

Esiste una formula X9 (o, 7) tale che ACAq dimostra
VX (p(X) < 3fYmO(X[ml, fm])).
Sia A l'insieme della successioni ((&,n;) 14 <m) con & < 2
tali che 0((& : i <m/),(n; : i <m')) per ogni m' < m.
Per ogni X € 2V, X € A < 3fYm0(X[m], f[m]). O

Lemma

Per ogni formula 1 p(n, X) ACAq dimostra
I An:neN)Vn(A, éuncan. AVX (p(n, X) « X € Ay)).




Formule IT; e alberi

Se A & un codice analitico e X € 2V sia T,4(X) I'albero
{re NV AX[|7]l,7) }-

T4(X) ha un cammino se e solo se X € A.

Per ogni formula TI} (X)) ACAq dimostra I'esistenza di un

codice analitico A tale che
Insiemi analitici VX (’(/)(X) o WO(KB(TA (X)))) .

Dimostrazione.

Sia ¢ = =, che & 1. Sia A un codice analitico tale che
VX (o(X) ¢ X € A).
Quindi VX (¢(X) <> T4(X) ha un cammino) e percid
VX (¢(X) < WO(KB(T(X))))- O




Un interessante corollario

Teorema
Se ¢(X) & una formula 1 ACAq dimostra

VX (p(X) > WO(X)).

Dimostrazione.

EFIEN  Supponiamo per assurdo che VX (¢(X) <> WO(X)) e
utilizziamo un procedimento diagonale.

Sia (X)) la formula “X & un c.an. A ~(KB(T'x(X)))".

(X)) & TI] ed esiste un codice analitico A tale che
VX (¢(X) <> WO(KB(Ta(X)))).
Si ottiene 1(A) «» —)(A), la contraddizione cercata. O




CWO,

Indichiamo con CWOy la teoria RCA; + CWO.

Sappiamo che ATR( implica CWOQjy e il nostro obiettivo &
ottenere I'implicazione inversa.

CWO implica
ATR

Il primo passo & mostrare che CWOq implica ACA.




CWOQO, implica ACA,

Teorema (CWOy)
ACA,.

Dimostrazione.

Mostriamo in RCAy che CWO implica che I'immagine di una
funzione iniettiva f & un insieme.

Sia ¥V = {(m,n) [ f(m) < f(n) }.

CWO implica

ATRo LO(Y) & immediato e, usando XY-comprensione limitata,
si verifica che ogni segmento iniziale finito di Y e finito.
Percio WO(Y").

Confrontando I'ordine standard su N e Y si ottiene una
g : N — N tale che Vn,m(n < m + f(g(n)) < f(g(m))).
Allora per ogni k vale

Inf(n)=k+ Im<Ekf(g(m)) =k. O

\




Principio di X{-limitatezza

Lemma (CWOy)

Se o(X) & una formula 1 tale che VX (p(X) — WO(X))
allora
Y (WO(Y) AVX (p(X) = X <Y)).

Dimostrazione.

| A

WO implc Se la conclusione & falsa CWO implica che
0

VY (WO(Y) = 3X(p(X) A X >Y)).

Percid VY (WO(Y) +» LO(Y) A 3X (p(X) A X >Y)).

Quindi WO(Y) & equivalente ad una formula X1,
che in ACA( € una contraddizione. []

\




Sottordini

Se LO(X), un sottordine di X & X N (A x A) per qualche
A C fd(X).

Se WO(X), WO(Y') eY é isomorfo a un sottordine di X,
allora X > Y.

Dimostrazione.
Se la conclusione & falsa CWO implica che X < Y.

CWO implica

ATR(

Questo implica che X sia isomorfo ad un suo segmento iniziale.
Sia g : fld(X) — {i|i <x k } I'isomorfismo.

Definendo per ricorsione f(0) =k, f(n+ 1) = g(f(n)) si ha
Vn f(n+1) <x f(n), contro WO(X). O

<




L’albero a doppia discesa

Definizione (RCA()

Se LO(X) e LO(Y') I'albero a doppia discesa T(X,Y) &
I'insieme di successioni ( (m;,n;) : 1 < k) tali che m;11 <x my
e ni+1 <y n; perognii < k—1.

Scriviamo X x Y per I'ordine lineare KB(T'(X,Y)).

Lemma (ACAy, e quindi CWOy)
Se WO(X) e LO(Y) allora WO(X +Y).

CWO implica

ATR(

Dimostrazione.

Se “WO(X +Y') I'albero T'(X,Y’) ha un cammino e le prime
componenti delle sue successioni sono una catena discendente
in X, contraddicendo WO(X). O




Il sistema

ontabilita

CWO implica

ATR(

Altri risultati

Il sistema
I11-CAg

Altri
sottosistemi

Proprieta dell’albero a doppia discesa

Se WO(X), LO(Y) e =WO(Y') allora X < X x Y.

Dimostrazione.

Sia T(X) ={o|Vi<|o|—1(c(i + 1) <x o(i)) } I'albero di
discesa in X. Sia g una catena discendente in Y.
Definiamo f : fld(X) — T'(X) ponendo

f(m) =mingg{o € T(X) | o(|lo| = 1) =m }.
Sem <x {siha f(m) <kg f(£)"(m) <k f(¥).
Quindi f & un isomorfismo tra X e un sottordine di KB(T'(X)),
che implica X < KB(T'(X)).
o ((0(i),g(2)) : i < |o|) & un isomorfismo tra KB(T'(X)) e
un sottordine di X Y, cosi che KB(T(X)) < X xY.
Combinando i due isomorfismi, si ha X < X xY. O]




Somme di buoni ordini

Se LO(X) e LO(Y") definiamo
X+Y={(2m,2n) | m,nefld(X)Am<xn}U
u{@m+1,2n+1) | mnefldY)Am<yn}U
u{(@2m,2n+1) | mefld(X)Anefld(Y)}.
Se (X; :i € N) & una successione di ordini lineari definiamo
Aty ™ > Xi = {((m,i),(n,9) | m,n € Ad(X;) Am <n}U
U{((m,1),(n, 7)) | m e Ad(X;) An e fld(X;) Ni < j}.
Infine se LO(X) poniamo X -N=5". X.

In RCAg si ha LO(X +Y), X <X +Y (RCAp non dimostra
Y <X+Y)elO(), Xy).

Se si parte da buoni ordini, si ottengono buoni ordini.




Verso la X{-separazione in CWO,

Siano ¢g(n) e ¢1(n) formule X} con =3n(wo(n) A 1(n)).
Usando gli alberi e I'ordine di Kleene-Brouwer esistono
successioni (X, :n € N) e (Y, : n € N) di ordini lineari tali
che Vn(po(n) <+ “WO(X,,)) e Vn(p1(n) <> ~WO(Y,)).
Quindi per ogni n vale WO(X,,) V WO(Y,,).
Y(Z) <> 3X In(LO(X) A -WO(Xp) A Z = X *Yy,)

& 31 e tutti gli Z che la soddisfano sono buoni ordini
(perché se “WO(X,,) allora WO(Y},) e quindi WO(X *Y,,)).
Per il principio di Z%—Iimitatezza sia U un buon ordine tale che
VZ(Y(Z) = Z < U).
Per ogni n poniamo Z,, = (U + X,,) * Y,,, in modo che

Vn((-WO(X,) = Zn, < U) A (-WO(Y,) = U < Z,)).



CWO, dimostra X|-separazione

Vn((po(n) = Zn < U) A (p1(n) = U < Zy)).

Z=UV3nZ=27Z,&Xi e per il principio di Ti-limitatezza

esiste un buon ordine V taleche U < V AVRZ, < V.

Identificando U con I'immagine della mappa di confronto,

possiamo assumere che U sia un segmento iniziale di V.

Notiamo che Z, +V - N =V 4+ V - N per ogni n, perché

ognuno e isomorfo a un sottordine dell’altro, e poniamo
Wo=>,Zn+V -NyeW;=> (V+V-N).

Per CWO esiste f : Wy = W1. Sia f,, la restrizione di f a

Zn+V -N, che ha immagine V +V - N.

Zyp < U se e solo se I'immagine di Z,, secondo f,, € un

segmento iniziale di U.
Quindi S = {n | Z, < U} esiste per ACA,.

Allora si ha Vn((¢o(n) = n € S) A (p1(n) = n ¢ 9)).



Reverse mathematics di CWO e di
¥ -limitatezza

Teorema (RCA))

Sono equivalenti:
O ATRy;
® CWO;
® il principio di ¥1-limitatezza.

Abbiamo dimostrato 1 <> 2 e, nel corso della dimostrazione,
anche 2 — 3.

3 — 2: se X e Y sono buoni ordini, per £1-limitatezza

esiste Z taleche X < ZeY < Z.

Combinando i due isomorfismi troviamo la mappa di confronto
traXeVY.



Altra reverse mathematics per ATR,

Teorema (RCA))

Il sistema Sono eqUiVa/enti ad ATRO

@ i/ teorema dell’insieme perfetto: ogni sottoinsieme chiuso e
pitr che numerabile di R ha un sottoinsieme perfetto;

Altri risultati @ il teorema di separazione di Lusin: due sottoinsiemi

I sistema analitici di R disgiunti sono separati da un Boreliano;
I1{-CAg

e © il dominio di un sottoinsieme Boreliano di R? con al piti un
sottosistemi valore per ogni elemento é Boreliano;

O il teorema di Ulm: due p-gruppi abeliani ridotti numerabili
che hanno gli stessi invarianti di Ulm sono isomorfi;

@ il teorema di forma normale di Cantor per buoni ordini;

® | giochi infiniti con payoff aperto sono determinati;

@ gli insiemi aperti hanno la proprieta di Ramsey.




IT;-CA,

Ricordiamo che le formule I} sono quelle della forma VX 1
dove ) & aritmetica.

Gli assiomi di TI}-CAq sono quelli di RCAg pili lo schema di
TT}-comprensione:
se ¢ @ TI{ e X non & libera in ¢

Assiomi

3XVn(n € X < ¢(n))

H%—CAO dimostra la comprensione per le combinazioni
Booleane di IT! formule, e in particolare per le formule 1.




w-modelli

w-modelli di TT;{-CA,

Teorema

Se § é un w-modello di RCAq (cioé un ideale di Turing), sono
equivalenti:
© S & un B-modello di TI1-CAy;
® S e chiuso per iperjump, cioe se X € S e Y é definibile da
una formula 1 con parametro X, alloraY € S.

<

Questo implica che esiste il pili piccolo 3-modello di TT-CA,.

Viceversa, non esiste il pili piccolo w-modello di TI}-CAq e
HYP & I'intersezione di tutti gli w-modelli di TI}-CA,.



Reverse mathematics per I1{-CA,, 1

Teorema (RCA))

Sono equivalenti a TI}-CAy:

Il sistema

@ i/ teorema di Cantor-Bendixson: ogni sottoinsieme chiuso
di R é unione di un insieme numerabile e di un insieme
perfetto;

@ il teorema di Silver: ogni relazione di equivalenza

Boreliana su R che ha una quantita pit che numerabile di
PR classi di equivalenza ha un insieme perfetto di elementi
Altr non-equivalenti;

sottosistemi

© ogni sottoinsieme numerabile del duale di uno spazio di
Banach separabile ha un piti piccolo sottospazio chiuso
nella topologia xdebole che lo contiene;

O Ogni sottospazio di {1 = c{, chiuso rispetto alla norma ha
una chiusura nella topologia *debole.




Reverse mathematics per I1{-CA,, 2

Teorema (RCA)

Sono equivalenti a TI}-CAy:

@ ogni gruppo abeliano numerabile € la somma diretta di un
gruppo divisibile e di un gruppo ridotto;

@ il teorema di Mal’tsev: ogni gruppo ordinato ha tipo
d'ordine Z*Q° dove « é un ordinale e € € {0, 1},

@ |/ giochi infiniti con payoff unione di un aperto e di un
chiuso sono determinati;

Alcuni risultati

O Gli insiemi G (intersezioni numerabili di aperti) hanno la
proprieta di Ramsey.




Altri sottosistemi sotto ACA

WWKL( (Weak Weak Konig Lemma) & intermedio tra RCAq e
WKLg: & equivalente a diversi enunciati in teoria della misura.

Il teorema della base di Hilbert & equivalente in RCAq
all'asserzione che I'ordine lineare w* (opportunamente definito)
¢ un buon ordine.

Altri . . . . .
o etemi Varie conseguenze di RT? sono state studiate e si & visto che

non sono equivalenti a RT?, pur non essendo non dimostrabili
in WKLg. Tra questi c'e per esempio I'enunciato “ogni ordine
lineare infinito ha una catena ascendente o una catena
discendente” .




Altri sottosistemi sopra ACA,

ACASr & un “piccolo” rafforzamento di ACAy: & equivalente
all'esistenza di certi invarianti per algebre di Boole.

Alcuni teoremi combinatoriali sono dimostrabili in ACA(T e
implicano ACAy: il loro status preciso & un problema aperto.

Un teorema sugli ordini lineari indecomponibili & intermedio tra
ACA{ (e teorie pit forti) e A-CAo.

Questo teorema & |'unico esempio di origine matematica di un
enunciato di analisi iperaritmetica, cioe tale che il suo piu
piccolo w-modello € HYP.

Altri
sottosistemi

Un teorema di metrizzazione per spazi topologici € equivalente
a H%—CA().
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