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Sistemi concorrenti e loro Modelli

µ-CALCOLO

estensione della LOGICA MODALE,
frammento della Logica Monadica al Second’Ordine

LM ⊆ µ ⊆ MSO
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Sistemi concorrenti e loro Modelli

METODI FORMALI

il µ-calcolo è utilizzato nellla verifica dei sistemi informatici, in
particolare nei sistemi concorrenti quali circuiti digitali e
programmi;
gli errori logici in questi processi possono causare un ritardo
nell’uscita di un nuovo prodotto oppure il fallimento di un
dispositivo critico per un prodotto già in uso
importanza dei metodi formali di verifica (in alternativa o
appoggio ai metodi che coinvolgono test e simulazioni)

in particolare: MODEL CHECKING

G. D’Agostino µ-CALCOLO
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    SISTEMA
    REALE
.
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TRANSIZIONE =
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DEL
SISTEMA

TRADUZIONE FORMALE
FORMULA IN
QUALCHE
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SISTEMI DI TRANSIZIONE (o MODELLI DI KRIPKE)

P   Q

P
R

S

r

P

P, Q, R, ...     lettere proposizionali

sistema di transizione = grafo diretto  con nodi etichettati da  sottoinsiemi di P, Q, R , ...

G. D’Agostino µ-CALCOLO
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Un esempio: Mutual exclusion

Example: a Kripke model for mutual exclusion

N = noncritical, T = trying, C = critical

N1      N2
turn=0

N1   T2
turn=2

T1   T2
turn=2 N1  C2

turn=2

T1  C2
turn=2

T1  N2
turn=1

G. D’Agostino µ-CALCOLO



Motivazioni
Linguaggi Formali

Logica e Giochi
Gerarchia di Alternanza

Sistemi concorrenti e loro Modelli

Proprietà Interessanti dei Sistemi di Transizione

Safety: non accade mai che . . . ; (ad esempio: non accade
mai che i due processi siano entrambi in fase critica)
Liveness: prima o poi accadrà che . . . ; (ad esempio: se un
processo richiede accesso alla stampante, prima o poi gli
viene concesso)

G. D’Agostino µ-CALCOLO
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Logica Proposizionale

                         U                                                                              T

                                                S

v<3
v>w

? ?

La Logica Proposizionale esprime proprietà dello stato corrente.

Ad esempio, possiamo chiederci se nello stato S vale

(v=3) →¬(∨>w)∨(v<3)

ma non se questa formula vale in U oppure in T.G. D’Agostino µ-CALCOLO
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Logica Modale

                         U                                                                              T

                                                            S

v=3
v>w

v.>w v<w

La Logica Modale  esprime proprietà di stati raggiungibili dallo stato corrente
tramite gli operatori

[] P  (in tutti i successori dello stato corrente vale P)
◊ P   (esiste un successore dello stato corrente in cui vale P)

Possiamo chiederci se  in S vale  (v=3) →◊ (∨>w)  ma non possiamo chiederci
se  esiste una computazione che porta in   uno stato  in cui vale  v=4.

ma non se questa formula vale in U oppure in T.
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Logiche Temporali

A partire dagli anni ’70 nascono logiche più espressive, adatte
ad esprimere ad esempio le proprietà di liveness, safety,
fairness :

PDL,CTL,ACTL,CTL∗ . . .

G. D’Agostino µ-CALCOLO
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µ-CALCOLO: SINTASSI E SEMANTICA

SINTASSI DEL µ-CALCOLO:

LOGICA MODALE + µX F (X ), νX F (X ) (F positiva in X ).

µX♦(X ∧ νY []Y )

µ sta per MINIMO PUNTO FISSO;

ν sta per MASSIMO PUNTO FISSO

G. D’Agostino µ-CALCOLO
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SEMANTICA di µX []X

[]   : Pow(W) --> Pow(W)
              X       →   []X

X []X
X

G. D’Agostino µ-CALCOLO
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SEMANTICA di µX []X

[]∅
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SEMANTICA di µX []X

[][][]∅=[][]∅

se A= [][]∅
[]A=A:
A è un punto fisso della funzione
[] : Pow(W) --> Pow(W)

G. D’Agostino µ-CALCOLO
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SEMANTICA per i minimi punti fissi

se F (X ) è positiva in X , è monotona come funzione su
Pow(W ):

A ⊆ B ⇒ F (A) ⊆ F (B)

e quindi in ogni modello ha un minimo punto fisso fixF ⊆W :

F (fixF ) = fixF , se F (B) = B allora fixF ⊆ B.

S |= µX F (X )⇔ S ∈ fixF

G. D’Agostino µ-CALCOLO
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Come trovare i minimi punti fissi

Se F è positiva allora

∅ ⊆ F (∅) ⊆ F (F (∅)) ⊆ . . . ⊆ F n(∅) ⊆ . . .

e, nei modelli finiti,

µX F (X ) = fixF =
⋃
n∈ω

F n(∅).

G. D’Agostino µ-CALCOLO
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∅
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[][][] ∅=µ X [] X
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Un altro esempio: µX (P ∨ ♦X )

P

P

IN QUALI PUNTI VALE

µx (P∨◊ X)?

G. D’Agostino µ-CALCOLO
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Un altro esempio: µX (P ∨ ♦X )

µx (P∨◊ X):

P∨◊ ∅=P
P

P
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Un altro esempio: µX (P ∨ ♦X )

µx (P∨◊ X):

P∨◊ (P∨◊ (P∨◊ P))
P

P
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Un altro esempio: µX (P ∨ ♦X )

µx (P∨◊ X) è vera se p è
raggiungibile  in un  numero
finito di passi.

P

P

G. D’Agostino µ-CALCOLO
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SEMANTICA per i massimi punti fissi

se F (X ) è positiva in X , ha un massimo punto fisso FIXF :

F (FIXF ) = FIXF , se F (B) = B allora B ⊆ FIXF .

S |= νX F (X )⇔ S ∈ FIXF
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Come trovare i massimi punti fissi

Se F è positiva allora

W ⊇ F (W ) ⊇ F (F (W )) ⊇ . . . ⊇ F n(W ) ⊇ . . .

e, nei modelli finiti,

νX F (X ) = FIXF =
⋂
n∈ω

F n(W ).
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Un esempio: νX (P ∧ ♦X )
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Un esempio: νX (P ∧ ♦X )

P

P

IN QUALI PUNTI VALE

νx (P∧◊ X)?P

P

P

G. D’Agostino µ-CALCOLO



Motivazioni
Linguaggi Formali

Logica e Giochi
Gerarchia di Alternanza

Prima del µ-calcolo. . .
µ-calcolo

Un esempio: νX (P ∧ ♦X )

P

P

IN QUALI PUNTI VALE

νx (P∧◊ X)?

P∧◊ W

P

P

P
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Un esempio: νX (P ∧ ♦X )

P

P

IN QUALI PUNTI VALE

νx (P∧◊ X)?

P∧◊ (P∧◊ W)

P

P

P
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Un esempio: νX (P ∧ ♦X )

P

P

IN QUALI PUNTI VALE

νx (P∧◊ X)?

parte un cammino infinito
dove vale sempre P

P

P

P
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Motivazioni
Linguaggi Formali

Logica e Giochi
Gerarchia di Alternanza

Prima del µ-calcolo. . .
µ-calcolo

massimi e minimi punti fissi

MINIMI:

µX []X ≡ non parte alcun cammino infinito;
µX (p ∨ ♦X ) ≡ si raggiunge in un numero finito di passi un
nodo dove vale p;

MASSIMI:

νX♦X ≡ parte un cammino infinito;
νX [](X ∧ p) ≡ in ogni punto raggiungibile vale p;

G. D’Agostino µ-CALCOLO
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Confronto con la logica classica

Sia M un modello, e w ∈ M.
Le proprietà degli stati di M esprimibili con formule modali sono
esprimibili al prim’ordine FO:

w |= ♦p ⇔ M |= ∃y(wRy ∧ p(y))

w |= []p ⇔ M |= ∀y(wRy → p(y))

Il µ-calcolo è invece un frammento della logica monadica al
second’ordine MSO:

νX♦(X ) = FIX♦ =
⋃
{X : X ⊆ ♦(X )}

w |= νX♦X ⇔ ∃X (w ∈ X ∧ X ⊆ ♦(X ))

G. D’Agostino µ-CALCOLO
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Completezza Modulo Bisimulazione

Logica Modale ⊆ FO

µ-CALCOLO ⊆ MSO

Cosa perdiamo?

G. D’Agostino µ-CALCOLO
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w w’

Le proprietà che ci interessano sono quelle che non
distinguono fra w e w’

....

i nodi con lo stesso colore rappresentano lo stesso processo

w e w’  sono “bisimili”
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Teorema [van Benthem ’70, Janin e Walukievicz 1999]

LOGICA MODALE = FO invarianti per bisimulazione

µ-CALCOLO = MSO invarianti per bisimulazione

∃y(wRy ∧ yRy) ∈ FO non è invariante per bisimulazione;

dalla radice parte un cammino dove p vale infinite volte ∈ MSO

è invariante per bisimulazione;

νXµY [(P ∧ ♦X ) ∨ ♦Y ]

Il significato di una µ-formula con punti fissi innestati è molto
diffficile da comprendere. . .
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Giochi per il Model Checking
Giochi di Parità

Arena: un modello di Kripke M ed una formula F in un data
logica.
Due giocatori: I, II
I e II giocano seguendo regole che dipendono dalla logica.
Una posizione del gioco è data da una coppia [v ,G], dove v è
un punto in M e G è una sottoformula di F .

Dalla posizione iniziale [w ,F ].
I vuole provare che F è falsa in w ;
II vuole provare che F è vera in w ;
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Giochi di Parità

Gioco Proposizionale

G = G1 ∨G2 | G1 ∧G2 | p | ¬p

Nel caso proposizionale, il gioco non si sposta mai da w
(le posizioni del gioco sono sempre di tipo [w ,G]).

se G = G1 ∧G2, tocca ad I che sceglie una sottoformula
Gi ; il gioco riprende da [w ,Gi ];
se G = G1 ∨G2, tocca a II che sceglie una sottoformula
Gi ; il gioco riprende da [w ,Gi ];
arrivati ad un letterale ` (` = p o ` = ¬p),
I vince se w 6|= `, II vince se w |= `.
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Esempio di gioco proposizionale

M =                                             F =  (¬p ∨ r)∧ (¬ r ∨  q)

               w

p    q
r
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M =                                     F =  (¬p ∨ r)∧ (¬ r ∨  q);
                                           tocca ad I che sceglie (¬p ∨ r );
               w                         tocca a II che sceglie r;
                                            II vince perché   r è vera in S

p    q
r
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Esempio di gioco proposizionale

M =                                     F =  (¬p ∨ r)∧ (¬ r ∨  q);
                                           tocca ad I che sceglie (¬p ∨ r );
               w
           NB   se invece II   scegliesse ¬p, perderebbe!

p    q
r
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Giochi per il Model Checking
Giochi di Parità

Strategie

Una strategia vincente per II è una scelta delle mosse che
permette a II di vincere qualsiasi cosa faccia I.
Una strategia vincente per I è una scelta delle mosse che
permette ad I di vincere qualsiasi cosa faccia II.

II ha una strategia vincente partendo da [w ,F ]⇔ w |= F ;

(⇐: la strategia di II è: scegli sempre una sottoformula vera in
w . . . );

(⇒: per induzione sulla complessità di F . )
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Gioco Modale

G = G1 ∨G2 | G1 ∧G2 | []G | ♦G | p | ¬p

Al gioco si aggiungono le regole per gli operatori modali:

dalla posizione [w , []G′] tocca ad I, che sceglie un
successore w ′ di w ; il gioco riprende dalla posizione
[w ′,G′];
dalla posizione [w ,♦G′] tocca a II che sceglie un
successore w ′ di w ; il gioco riprende dalla posizione
[w ′,G′];
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Esempio

                                                Gioco [w,F]
 w’                  w”                      con F= ◊ (p ∨ r) ∧  r

p    q
r

r

   w
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 w’                                          con F= ◊ (p ∨ r) ∧  r

p    q
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I : [w, ◊ (p ∨ r)]

   w

  w”
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                                                Gioco [w,F]
w’                  w”                      con F= ◊ (p ∨ r) ∧  r

p    q
r

r

I : [w, ◊ (p ∨ r)]

II:[w’, p ∨ r]

w
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Esempio

                                                Gioco [w,F)]
                      w”                      con F= ◊ (p ∨ r) ∧  r

                                     II vince la partitap    q
r

r

I : [w, ◊ (p ∨ r)]

II:[w’,  r]

w’

w
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Giochi per il µ-calcolo

I giochi visti fin’ora sono finiti.
Se F = µXG(X ), quale mossa da una posizione [w ,F ]?
Siccome ha G(F ) = F , le posizioni [w ,F ] e [w ,G(F )] sono
"equivalenti".
Gioco da posizione [w ,F ] con F formula del µ-calcolo:

se F = µXG, F = νXG, si passa alla posizione [w ,G(F )];
ora le partite possono essere infinite e servono nuove
condizioni di vittoria su queste partite in modo che

II ha una strategia vincente a partire da [w ,F ] ⇔ w |= F
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Un esempio di partita per F = µX []X

[w ,F ]→ [w , []F ]→I [w ′,F ]→ [w ′, []F ]→I [w”,F ]→ . . .

F = µX []X =
⋃
n

[]n∅

Quindi, se M,w |= F , esiste n tale che w ∈ []n∅ e la partita deve
terminare
EX. se w |= []2∅: w ∈ F = []2∅, w ′ ∈ []1∅, w” ∈ ∅.
cioè: w ′ non ha successori e I non riesce a fare nessuna
mossa, perdendo la partita.
Viceversa, se tutte le partite da [w ,F ] terminano dopo un
numero finito di passi, w |= µX []X .
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Un altro esempio: µX (P ∨ ♦X )

                                                Gioco [w,F]
                                           con F= µ x (p∨◊ (x))

p

[w, µ x (p∨◊ (x))]
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Un altro esempio: µX (P ∨ ♦X )

                                                Gioco [w,F]
                                           con F= µ x (p∨◊ (x))

                          se  µ x (p∨◊ (x)) è vera in w,  II ha una
                         strategia per vincere la partita

p II: [w,   p]

w
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                       strategia vincente ,  allora  µ x (p∨◊ (x))
                       è vera in w

p

w
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Più in generale:
se F = µX G, con G modale, le regole di vincita sono :
I vince tutte le partite infinite,

Dualmente, se F = νX G (G modale) allora le regole di
vincita sono :
II vince tutte le partite infinite,

G. D’Agostino µ-CALCOLO



Motivazioni
Linguaggi Formali

Logica e Giochi
Gerarchia di Alternanza

Giochi per il Model Checking
Giochi di Parità

Più in generale:
se F = µX G, con G modale, le regole di vincita sono :
I vince tutte le partite infinite,

Dualmente, se F = νX G (G modale) allora le regole di
vincita sono :
II vince tutte le partite infinite,

G. D’Agostino µ-CALCOLO



Motivazioni
Linguaggi Formali

Logica e Giochi
Gerarchia di Alternanza

Giochi per il Model Checking
Giochi di Parità

Gioco per νx(P ∧ ♦X )
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p
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p

G. D’Agostino µ-CALCOLO



Motivazioni
Linguaggi Formali

Logica e Giochi
Gerarchia di Alternanza

Giochi per il Model Checking
Giochi di Parità

Gioco per νx(P ∧ ♦X )

                                                Gioco [w,F]
                                           con F= ν x (p∧◊ (x))

p

[w’,   p∧◊ (F) ]p

p

G. D’Agostino µ-CALCOLO



Motivazioni
Linguaggi Formali

Logica e Giochi
Gerarchia di Alternanza

Giochi per il Model Checking
Giochi di Parità

Gioco per νx(P ∧ ♦X )

                                                Gioco [w,F]
                                           con F= ν x (p∧◊ (x))

p

I:[w’, ◊ F ]p

p

G. D’Agostino µ-CALCOLO



Motivazioni
Linguaggi Formali

Logica e Giochi
Gerarchia di Alternanza

Giochi per il Model Checking
Giochi di Parità

Gioco per νx(P ∧ ♦X )

                                                Gioco [w,F]
                                           con F= ν x (p∧◊ (x))

p   II:[w”, F=νx (p∧◊ (x))]
 ]

p

p

G. D’Agostino µ-CALCOLO



Motivazioni
Linguaggi Formali

Logica e Giochi
Gerarchia di Alternanza

Giochi per il Model Checking
Giochi di Parità

Gioco per νx(P ∧ ♦X )

                                                Gioco [w,F]
                                           con F= ν x (p∧◊ (x))

p   [w”,  p∧◊ (F)]
 ]

p

p

G. D’Agostino µ-CALCOLO



Motivazioni
Linguaggi Formali

Logica e Giochi
Gerarchia di Alternanza

Giochi per il Model Checking
Giochi di Parità

Gioco per νx(P ∧ ♦X )

                                                Gioco [w,F]
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 ]

p

p

I può decidere di terminare scegliendo p,
ma perde
oppure di proseguire il gioco infinito ma
perde lo stesso
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Giochi di parità

Le regole si complicano se in F appaiono punti fissi innestati,
come in

νXµY [(P ∧ ♦X ) ∨ ♦Y ]

che significa: dalla radice parte un cammino dove P vale
infinite volte.
Dentro ν c’è un µ:
per II va bene "riciclare" infinite volte ν,
ma all’interno di ogni ciclo, deve "riciclare" solo un numero finito
di volte µ.
Soluzione: assegnare dei numeri naturali ai punti fissi, a
seconda della posizione d’innesto (µ dispari, ν pari):
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Se F = νxµyνzµu G, con G modale, assegnamo gli indici così:

F = ν4xµ3yν2zµ1u G.

Le partite infinite vengono vinte da II⇔ fra i punti fissi "riciclati"
infinite volte, l’ indice maggiore è pari.
In una partita infinita, il punto fisso µ3y può essere riciclato
infinite volte, ma solo se viene riciclato infinite volte anche ν4x .
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Ad ogni formula F del µ-calcolo corrisponde un gioco di parità
G(−,F ) tale che, per ogni M,S vale:

M,S |= F ⇔ II ha una strategia vincente in G(S,F).

Viceversa, ad ogni gioco di parità corrisponde una formula del
µ-calcolo, che caratterizza le posizioni S vincenti per II.
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Logica e Giochi
Gerarchia di Alternanza

Sensibilità al contesto
Collasso sui modelli transitivi

Più innesti ci sono, più difficile diventa "capire il significato" di F .
Possiamo classificare le formule a seconda della più grande
serie di innesti che contengono:
Σ0 = Π0 = MODALI
Σn+1 : il più piccolo insieme che contiene Σn ∪ Πn, chiuso per ν
e composizione senza cattura.
Πn+1 : il più piccolo insieme che contiene Σn ∪ Πn, chiuso per µ
e composizione senza cattura.
νx(♦(x) ∧ z) ∈ Π1,
µx♦(y) ∈ Σ1,

νx(♦(x) ∧ µx♦(y)) = νx(♦(x) ∧ z)[z/µx♦(y)] ∈ Π2,

νx(♦(x) ∧ z)[z/µx♦(y ∧ x)] 6∈ Π2
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La gerarchia di alternanza è una gerarchia sintattica. Chi ci
dice che non collassi semanticamente?

µx(♦x ∧ νy [](x ∨ y)) ∈ Σ2,

µx(♦x ∧ νy [](x ∨ y)) ≡ µx♦x ∈ Σ1.
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Theorem (Bradfield, Lenzi, Arnold)
La gerarchia di alternanza non collassa
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Teorema di Banach

La dimostrazione di Arnold si basa sul Teorema di Banach: ogni
contrazione di uno spazio metrico completo ha un punto fisso,
f : X → X è una contrazione se ∃c < 1

dist(f (x), f (y)) ≤ cdist(x , y).

L’insieme Tree degli alberi binari etichettati è uno spazio
metrico completo con

dist(t , t ′) = 2−h,

dove h è la minima altezza di un punto in cui t , t ′ differiscono.
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La dimostrazione di Arnold

Usando i giochi di parità, si definiscono delle formule Wn ∈ Πn
tali che ogni altra formula F ∈ Πn si riduce a Wn tramite una
contrazione γ dello spazio metrico:

t |= F ⇔ γ(t) |= Wn

Questo impica che Wn 6∈ Σn:
se Wn ∈ Σn allora ¬Wn ∈ Πn e

t |= ¬Wn ⇔ γ(t) |= Wn

.
Se t0 = γ(t0), troviamo una contraddizione.
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µ
     ≠

µ
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Un caso limite: modelli transitivi e ben fondati

Ogni F (X ) ∈ µ ha un unico punto fisso, definibile modalmente.

µ− CALCOLO = LOGICAMODALE

La gerarchia collassa al primo livello.
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(Risultati di Facchini e Alberucci, M. Otto, D’Agostino e
Lenzi)

Theorem
Nei modelli transitivi a gerarchia collassa al frammento senza
alternanza di massimi e minimi punti fissi

Ad esempio

νXµY [(P ∧ ♦X ) ∨ ♦Y ]⇔ νX (P ∧ ♦X )

esiste un cammino dove P vale infinite volte

m

esiste un cammino dove P vale sempre

G. D’Agostino µ-CALCOLO
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P

P

P

da w parte un cammino   con infiniti P

w
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P

P

P

da w parte un cammino   con infiniti P

                             ⇓

da w parte un cammino dove vale sempre P

w
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Collasso al prim’ordine sui modelli transitivi finiti

Theorem (Otto, D’Agostino e Lenzi)

µ ⊆ FO sui modelli transitivi finiti.

EX:
w |= νX♦X ⇔ ∃y(wRy ∧ yRy)
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