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Alfabeto: Insieme finito di simboli.

ES: A={a,b,…,z}

Parola su un alfabeto (: concatenazione di simboli di (.

ES: (={a,b,c,d} x=aabbcab |x|=7

NOTAZIONE: ( = parola vuota |(|=0

Lunghezza di una parola x: |x| = numero di occorrenze di lettere in x

NOTAZIONE: L’insieme di tutte le parole su ( = (*
Lunghezza: || : ((N

L’insieme di tutte le parole su ( eccetto ( : (+ = ((*-{(})

Ordine lessicografico (alfabetico):

(: alfabeto. L’ordine lessicografico è un ordine totale su (
NOTAZIONE: (
ES: (={a,b,c} a(b(c

Relazione d’ordine totale: relazione binaria su ( che gode di:


1) (a((
a(a


proprietá riflessiva


2) (a,b((
a(b b(a ( a=b
proprietá antisimmetrica


3) (a,b,c((
a(b,b(c ( a(c
proprietá transitiva


4) (a,b((
a(b oppure b(a

OL su (+ dato ( su (:


(x,y ((+ x(ly se :

· ( z ((+ | xz=y
· x=uav, y=ubw | a(b (u,v,w ( (* ; a,b(()
ES: (={a,b,c} a(b(c


aaa(lb

u=(, v=aa, w=(

bacb(lbacc
u=bac, v=w=(
Ordine Militare: su (+
NOTAZIONE: (r
DEF: (x,y((+ x(ry se:


|x|(|y| ( (|x|(|y| ( x(ly)

NB: Data una parola c’è un numero finito di parole che la precedono nell’ordine miltare

DEF: 
rank(x) x((* dá il numero di ordine di x in ordine militare.


Unrank(k) k(N dá la parola x per la quale rank(x)=k

PROP: (( ogni ordine totale (r su ( e ogni x ( (+, l’insieme {y((+|y(r x} è finita

Semigruppo: Insieme S dotato di una legge di composizione associativa

ES: insieme (, operazione concatenazione <(,(> è un semigruppo.


(x(y)(z=x((y(z) 
associativa


x(y(y(x

non commutativa

Monoide: semigruppo con elemento neutro rispetto all’operazione: 

ES: insieme (, operazione composizione, ( <(+,(,(> è un monoide


x((=((x=x

Monoide Libero: ogni elemento dell’insieme puó essere ottenuto con una sola combinazione di generatori


<(+,(,(> è un monoide libero.


<N+,*,1> non è un monoide libero: 30=3*10,2*3*5,3*2*5, etc….

Gruppo:monoide con elemento inverso rispetto l’operazione

ES:
<Q,(,1,-1>
x(Q:x*x-1=1

Anello: 2 operazioni la prima ha elemento inverso la seconda no

ES:
<Z,+,(,0,1>
x(Z: x+0=x x-x=0 x(1=x non esiste 1/x tale che x(1/x=1

Semianello: 2 operazioni associative la prima commutativa

ES FONDAMENTALE: 


<(((*), (,(,(,{(}>


con (((*)=insieme delle parti di (*

(A(B)(C=(A(C)((B(C)

distributivitá


A({(}=A,A((=A


elementi neutri


(A((* A((=(=((A

LINGUAGGI

DEF: Un linguaggio L su ( è un sottoinsieme di (*  L((*
OPERAZIONI:


UNIONE: 

(
( A,B ( (*
A(B={x((*| x(A ( x(B}


INTERSEZIONE:
(
( A,B ( (*
A(B={x((*| x(A ( x(B}


COMPLEMENTO:
C
( A ( (*
AC ={x((*|x(A}


PRODOTTO:

(
( A,B ( (*
A(B={x((*|(y(A,(z(B:x=yz}

concatenazione di tutte le parole di A con tutte le parole di B (Associativo ma non commutativo)

ES: {a}({a,b,c}* tutte le parole che iniziano per „a“

POTENZA: (A((*
A0={(}, A1={A}, A²={A(A}, A³={A(A(A} etc…. 

OPERAZIONE *: 
A*= 
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A+=A*-{(}

L’esmpio fondamentale di semianello è l’insieme dei linguaggi: 


<(((*), (,(,(,{(}>

PREFISSO/SUFFISSO:

DEF:
(x((* prefisso di x è una parola y ( (*| x=yz z((*
DEF:
(x((* suffisso di x è una parola y ( (*| x=zy z((*
La parola vuota è prefisso/suffisso di ogni parola

Ogni parola è prefisso/suffisso di se stessa

DEF: 
(x((* fattore di x è una parola y ( (*| x=wyz w,z((*
DEF:
(x((* sottoparola di x è una parola y ( (*| 
x=a1a2a3…an ai((








y=al1al2al3…alj
 0(j(n 1(l(n

FUNZIONE COPPIA: N+²(N+
N+²={(x,y):x,y( N+}

 
1
2
3
4
5

1
1
3
6
10
15

2
2
5
9
14


3
4
8
13



4
7
12




5
11












Si possono enumerare le coppie seguendo le diagonali

(1,1)(1, (2,1)(2

(x,y)=
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DEF: (x,y(N+
(x,y)= 
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La funzione coppia ( , ): N+²( N+ definisce una corrispondenza biunivoca

DEF: (funzioni des, sin: N+ ( N+ tali che ( x,y ( N+ 

(x,y)=n -> sin(n)=x e des(n)=y  ((x,y) é la funzione coppia) cioé (x,y)=(sin(x,y),des(x,y))

ES : sin(18)=4 des(18)=3
(4,3)=18

Se esiste corrispondenza biunivoca tra N+² e N+ allora linearizzando N+² posso ottenere una corrispondenza biunivoca tra N+³ e N+ e cosí via

N+² (N+( N+³( N+²(......( N+k( N+
Allora 
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LINGUAGGI RICORSIVAMENTE NUMERABILI:

DEF: Un linguaggio L((* è ricorsivamente numerabile se esiste una procedura P che stampa tutte le parole di L.

DEF: Un linguaggio L((* è ricorsivo se esiste un algoritmo che su input x ( (* restituisce 1 se x(L e 0 se x(L.

PROP: Ogni linguaggio ricorsivo è ricorsivamente numerabile.

DIM: 
Sia L((* ricorsivo


( A che stampa 1 se x(L e 0 se x(L


Procedure P



For x((* (in ordine militare) do 




If x(L (uso A) then stampa x


(L é ricorsivamente numerabile

PROP: Se L è ricorsivo ( LC è ricorsivo
L,LC((*
DIM:
Inverto l’output della procedura che deve riconoscere le parole di L

PROP: (L((*, L(RN sse ( P procedura che su input x((* si ferma se x(L, non si ferma altrimenti. P è detta Procedura di semiriconoscimento.

DIM ((): Se L(RN (P1 che stampa le parole di L (per def. di RN)


P:
input x((*


begin




r=no




i=1




while r=no





y=i-esima parola stampata da Pi




if y=x then r=si






else r=no




return 1



end

Abbiamo creato P procedura di semidecisione.

((): ( P di semidecisione, creiamo PL che stampa le parole di L.


PL: for n(N do 



i=sin(n)



j=des(n)



x=unrank(i)



if (P con input x termina in j passi)




then print x


x(L ( P su input x si ferma in j passi se n=<rank(x),j> (fnz coppia)

PROP: L’insieme di tutti i linguaggi ricorsivamente numerabili è ricorsivamente numerabile


RN((*)={L1,L2,…Ln…} Li(RN
DIM: Bisogna creare una procedura che stampi tutte le parole di tutti i liguaggi: basta creare una procedura di semidecisione che utilizzi le procedure di ogni linguaggio (ogni Li ha una sua procedura Pi)

PROP: Esiste L(RN, L(R

DIM: definiamo L={x((*|x(Lrank(x)} (Li(RN 


L è formato da tutte le parole xn tali che xn(Ln, con n=rank(x) su (*

L(RN (è possibile creare una procedura di semidecisione usando le procedura Pi di ogni Li)


definiamo A=LC={xn((*|xn(Ln}


se per assurdo A fosse R sarebbe anche RN.


Ma se A fosse RN, esisterebbe un k t.c. A=Lk.


Se A=Lk, xk(A? 



xk(A(xk(Lk(xk(L

ASSURDO



xk(A(xk(Lk(xk(L

ASSURDO


(A(R(AC=L(R

PROP: RN non é chiuso rispetto al complemento (se L(RN non è detto che LC(RN)

DIM: utilizzo l’esempio di prima il complementare non era RN.

DEF: Grammatica: Insieme di regole che definiscono un linguaggio

NOTAZIONE: G=<V,(,S,P>


con
V=alfabeto delle variabili



(=alfabeto dei simboli terminali



S(V=simbolo iniziale



P=insieme finito delle produzioni (((() (,(((V(()* (((
DEF: Relazione di derivazione in un passo: (G

(x,y ( (V(()* x(Gy (x(y) se x=((( y=((( ( (((()(P    ((,(,(,(((V(()*)

DEF: Relazione di derivazione: Chiusura riflessiva e transitiva di (G

(x,y ( (V(()* x(G*y (x(y) se ( (1,(2…(n ( (V(()* t.c. x=(1(G (2(G …(G (n=y

DEF: Linguaggio generato da G :L(G)={x((*|S(G*x}

TIPI DI GRAMMATICHE:


Grammatiche di Tipo 0: 

G=<V,(,S,P>



(((  (,(((V(()* (((
TEOREMA: La classe dei linguaggi generati dalle grammatiche di tipo 0 coincide con la classe dei linguaggi RN.


Grammatiche di Tipo 1 (CONTEXT SENSITIVE/DIPENDENTI DA CONTESTO):



G=<V,(,S,P>



(((  (,(((V(()* |(|(|(|



Generano linguaggi dipendenti da contesto


Grammatiche di Tipo 2 (CONTEXT FREE/LIBERE DA CONTESTO):



G=<V,(,S,P>



(((  ((V,(((V(()* 



Generano linguaggi liberi da contesto


Grammatiche di Tipo 3 (REGOLARI):



G=<V,(,S,P>



A(aB ( A(a  A,B(V,a(( 



Generano linguaggi regolari

PROP: Non tutti i L(RN sono dipendenti da contesto

PROP: Se G è libera da contesto ( G è dipendente da contesto

PROP: Le grammatiche regolari sono libere da contesto









(
DEF: Data una G libera da contesto (regolare) G=<V,(,S,P> un albero di derivazione per G è un albero ordinato con nodi etichettati da elementi di (V(() tali che:


1) La radice è etichettata da S


2) I nodi interni sono etichettati da simboli in V


3) Le foglie sono etichettate da simboli in (

4) Se un nodo è etichettato da A(V e i suoi figli sono etichettati da x1,x2…xn ((V(() allora A(  x1,x2…xn ( P

La parola x ( (+ derivata dall’albero si ottiene considerando le etichette della foglie rispettando l’ordine dell’albero (sx(dx)

TEOREMA: Ogni linguaggio Dipendente da Contesto è Ricorsivo

DIM: L((* (G=<V,(,S,P> t.c. L=L(G)


ogni produzione (P é ((( t.c. |(|(|(|


Dobbiamo definire un algoritmo che stampi 1 se x(L, 0 se x(L con x((* 


Input: x((*
output 1 se x(L o 0 se x(L


|x|=n, ( k=1..n definiamo Tk={(((V(()*| |(|(k,S(G*(}

NOTA: Tk=insieme di parole di lunghezza(k (L

T0={S}


for k=1..n do 



calcola Tk a partire da Tk-1



V=Tk-1



repeat U=V




for j(U,(((()(P,(y,z,w):(=yzw do





if z=( ( |y(w|(k






then V=V({y(w}




until V==U



if x(Tk then return 1




else return 0

Calcolo di Tk: Prendo Tk-1. A tutte le parole in Tk-1 applico le possibili produzioni in P. Se il risultato è una parola con lunghezza (k la aggiungo all’insieme.

(-PRODUZIONI: Modifico le definizioni delle grammatiche in modo da poter derivare (.

LEMMA: ( G=<V,(,S,P> ( F=<V’,(’,S’,P’> tale che L(G)=L(F) e in cui ( ((((P’, S’ non compare nelle parti dx delle produzioni

DIM: 
G=<V,(,S,P> S’(V


P’={S’((|S(((P}(P({S’((}


V’=V({S’}


F=<V’,(’,S’,P’>


Dimostriamo L(G)=L(F)


proviamo che (x((* se S(G*x allora S’(F*x



S(G(1(G(2(G …(G (n=x



(S((1)(P ( (S’((1)(P’ (per la definizione di P’)



inoltre tutte le produzioni di P ( P’



(x è derivabile in F


proviamo che (x((* se S’(F*x allora S(G*x



S’(G(1(G(2(G …(G (n=x



(S’((1)(P’ ( (S((1)(P (per la definizione di P’)



inoltre gli (I non contengono mai S’ (per definizione S’ non appare mai nella parte destra delle produzioni) quindi sono le stesse produzioni di P

(x è derivabile in G

NUOVE DEFINIZIONI DI GRAMMATICHE:

DEF: G=<V,(,S,P> é dipendente da contesto se


-( p:(((()(P soddisfa: |(|(|(|,(=S (=(

-se (S(()(P, S non compare mai in ( ( p:(((()(P

DEF: G=<V,(,S,P> é libera da contesto se


-((((()(P soddisfa: ((V, ((( oppure (=S, (=(

-se (S(()(P S non compare in (, per (p:(((()(P

DEF: G=<V,(,S,P> é regolare se: 


-((((()(P soddisfa (con ((V): 
-(=aB con a((, B(V







-(((






-(=(

-Se (S(()(P, S non compare in (, ( p:(((()(P

PROPOSIZIONE: Se L((* è (libero da contesto | dipendente da contesto | regolare) allora lo sono anche L({(} e L\{(}

AUTOMI A STATI FINITI: A=<Q,q0,(,F>

(: alfabeto di input

Q: Insieme degli stati

q0: Stato iniziale

(: Funzione di transizione

F: Insieme degli stati finali(Q

(:Qx((Q


(q(Q,(a((,((q,a)(Q

Estensione di (: (^:Qx((Q


(q(Q 

(^(q,()=q




(^(q,xa)=(((^(q,x),a) 
per x((*, a((
Linguaggio riconosciuto da A: L(A)={x((*|(^(q,x)(F}

rappresentazione grafica: 

Q(Nodi di un grafo orientato


((lati orientati etichettati da (
Un automa puó riconoscere un linguaggio se la quantitá di memoria di cui necessita per farlo è finita.

{anbn} non è riconoscibile

DIM: Per assurdo: ( A =<Q,q0,(,F> che riconosce {anbn|n(N}

poniamo #Q=k e prendiamo anbn il numero di stati necessario è 2n+1 quindi in base al k disponibile posso sempre scegliere un n che renda vero 2n+1>k quindi non ho limite massimo alla necessitá di memoria.

LEMMA DI ITERAZIONE (PUMPING LEMMA)

se y(L e y=uvz  ( uvkz(L


DEF: Per ogni linguaggio riconoscibile L((* (n>0 n(N tale che per (x(L |x|(n (u,v,z((* t.c.:


(1)
x=uvz

(2)
|uz|<n

(3)
|v|(1

(4)
(k(N uvkz(L

AUTOMI A STATI FINITI NON DETERMINISTICI:

Su un alfabeto (, un automa a stati finiti non deterministico è una quartupla <Q,q0,(,F> 

Q: Insieme degli stati

q0: Stato iniziale

(: Funzione di transizione

F: Insieme degli stati finali(Q

(:Qx((2Q (Insieme delle parti di Q)

(^:qx(*(2Q

(q(Q

(^(q,()={q}




(a((

(^(q,xa)=( ((q1,a) con q1((^(q,x)  (x((*
NB: Poiché ha capcitá di scegliere, non posso dire in che stato finale arrivo, ma posso determinare un insieme di possibili stati finali! 

L(A)={x((*|(^(q0,x)(F((}

TEOREMA: Ogni L è riconosciuto da un automa a stati finiti deterministico se e solo se è riconosciuto da un automa a stati finiti non deterministico.

DIM: 
( 
Ovvia. Un automa det. è un particolare caso di sutoma non det.



Se L è riconosciuto da A =<Q,q0,(,F> deterministico allora è riconosciuto anche da 

B=<Q,q0,(B,F> con (B(q,a)={((q,a)}


(
Se L è riconosciuto da B =<Q,q0,(B,F> non deterministico allora definiamo 

A =<2Q,{q0},(A,FA> deterministico tale che: (t(2Q, (a(( (A(t,a)=
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TEOREMA: Un linguaggio L((* è riconoscibile se e solo se è regolare

DIM: 
(
Sia L((*riconoscibile



( A =<Q,q0,(,F> che riconosce L



G=<V,(,S,P> V=Q, S=q0


1° caso)
q0(F





P={q(ap|p=((q,a)}({q(a|((q,a)(F}





x(L(x(L(G)





x=a1a2…an la posso generare con le produzioni appena create





(q1,q2…qn (Q, qn(F t.c.






((q0,a1)=q1, ((q1,a2)=q2, …((qn-1,an)=qn





q0(a1q1 , q1(a2q2 , … , qn-1(an 






q0 (G a1q1 (G a2q2 (G … (G an




x(L(G) ( x(L



2° caso) 
q0(F allora G=<V,(,S,P’> 

S(Q V=Q({S} P’=P({S((}={S((|q0(((p}





e quindi come nel 1° caso

(
L regolare ((G=<V,(,S,P> regolare che genera L


1° caso)
((L




A =<Q,q0,(,F> non deterministico




Q=V({f}




F={f}




q0=S




(A(V (a(( ((A,a) 






{B(V|A(aB(P} se A(a (P







{f}({B(V|A(aB(P} se A(a (P






{f} se A=S ( a=(
RELAZIONI DI EQUIVALENZA e AUTOMI A STATI FINITI

Mostrare l’esistenza dell’automa minimo che riconosce un linguaggio regolare

DEF: Relazione di equivalenza su (*: relazione binaria R che gode delle proprietá riflessiva, simmetrica e transitiva.


-R invariante a destra: se ( x,y,z ((* x R y(xz R yz


-R di indice finito : se #((*/R) (insieme delle classi di equivalenza) < +(
DEF: (L((* definiamo RL

( x,y ((* x RL y (((z((* xz(L ( yz(L)

NB : Si dimostra facilmente che per ogni L((* RL è invariante destro

TEOREMA: Le seguenti proprietá sono equivalenti:


1)
L((* è un linguaggio regolare


2)
( relazione R invariante a destra di indice finito t.c. L è unione di alcune classi di equivalenza di R


3) 
RL è di indice finito

DIMOSTRAZIONE:

1) ( 2) 
( A =<QA,q0A,(A,FA> 



Definisco R:(x,y((* xRy sse (A(q0A,x)= (A(q0A,y)



( R è di equivalenza



(x,y,z  (A(q0A,x)= (A(q0A,y) implica (A(q0A,xz)= (A(q0A,yz)



( R è invariante a destra



( R è di indice finito perché (*/R(QA


(una classe di equivalenza è l’insieme delle parole ce vano da q0 a un certo p quindi coincide ( con il numero degli stati)



( L = 
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2) ( 3)
devo provare xRy ( xRLy



xRy, (z((* xzRyz



L=
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[w]R quindi o xz=yz(L oppure xz e yz (L che è la def di RL


[xz](L oppure [xz](LC quindi xz(L(yz(L(xRLy




poiché R è di indice finito, anche RL è di indice finito

3) ( 1) 
RL è di indice finito ( L è regolare



Definiamo M=<QM,q0M,(M,FM>




QM=(*/RL (insieme delle classi di equivalenza di RL)




q0M=[(]RL (classe di equivalenza della parola vuota)




(M=([x]RL,a)=[xa]RL (x((*, (a((



FM={[w]RL|w(L}




x(L ( (M(q0M,x) (FM ( (w(L:[w] RL= (M(q0M,x)




( (w(L : [w] RL =[x] RL ( (w(L : wRLx




( x(L (definizionde di RL con z=()

TEOREMA DELL’AUTOMA MINIMO: Per ogni linguaggio regolare L esiste un solo automa a stati finiti deterministico (a meno di isomorfismi) che riconosca L con il minimo numero di stati.

DIMOSTRAZIONE: Proviamo che M è l’automa minimo per L


Sia A=<Q,q0,(,F> l’automa deterministico che riconosca L, t.c. (q(Q (w((*|((q0,w) =q 

(tutti gli stati sono raggiungibili)

Voglio dimostrare che esiste una funzione f (da QA a QM) suriettiva e provare che per (q(Q, (a(( f(((q,a))=((f(q),a)

(q(Q scelgo w((* t.c. ((q0,w)=q

f(q)=[w]RL
se ( y(w t.c. ((qM,y)=q

(z((* ((q0,wz)=((q0,yz) ( wz(L sse yz(L ( yRLw ([w]RL=[y]RL.

f é suriettiva : ([w]RL(QM, ( q=((q0,w)(Q

Inoltre f conserva le transizioni


f(((q,a))=[wa]RL=(M([w]RL,a)=(K(f(q),a)

PROPRIETÁ DI CHIUSURA (rispetto alle operazioni sui linguaggi)

1)
L((* è regolare ( LC è regolare

DIM: 
Se A=<Q,q0,(,F> riconosce L allora B =<Q,q0,(,(Q-F)> riconosce LC
2)
I((*, J((* siano due linguaggi regolari, proviamo che K=I(J è regolare

DIM:
Sia A=<QI,q0I,(I,FI> un automa che riconosce I


Sia B=<QJ,q0J,(J,FJ> un automa che riconosce J


C=<QIxQJ,(q0I,q0J),(K,FK>


(K=((q,p)(QIxQJ (a(( (K=((q,p)a)=( (I (q,a), (J (p,a))


FK={(q,p)( QI,QJ |q(FI ( p(FJ}


Si verifica facilmente che C riconsoce il linguaggio I(J

3)
I((*, J((* sono regolari, proviamo che P=I(J è regolare 

DIM: 
Come la rpecedente ma con 



FP={(q,p)( QI,QJ |q(FI ( p(FJ}


Si verifica facilmente che P=<QIxQJ,(q0I,q0J),(P,FP> riconosce I(J

4)
I,J((* sono regolari. Proviamo che H=I(J

DIM:
H={w((*|(x(I,y(J :w=xy}


A riconosce I, B riconosce J


E=<QI(QJ,q0I,(E,FE>


(E(q,a)=
{(I(q,a)} se q(QI\FI



{(I(q,a), (J(q0J,a)} se q(FI



{(J(q,a)}se q(QJ
NB: Se A e B sono deterministici, l’automa ottenuto puó non esserlo piú. In quanto gli stati finali di A devono collegarsi a tutti gli stati cui si puó giungere dallo stato iniziale di B…

FE=

FJ se q0J(FJ

se B non accetta (


FJ(FI se q0J(FJ
se B accetta (
5)
L((* sia regolare. Proviamo che L* è regolare.


D=<QD,q0D,(D,FD>
QD = QL, q0D=q0L, FD=FL({q0L}


(D(q,a)=
{(L(q,a)} se q(F




{(L(q0,a)} se q(FL


il che equivale a (D(q,a)= q0D se (L(q0,a)(FL

TEOREMA DI KLEENE (+ formulazioni equivalenti) 

1-
L((* è regolare sse L si puó ottenere dagli insiemi finiti su (* usando le operazioni (, (, *
2-
La classe dei linguaggi regolari è la piú piccola classe di linguaggi su ( contenente i linguaggi finiti e chiusa rispetto alle operazioi razionali.

DEF: Espressione regolare su un alfabeto ( 


1)
(

2)
a((

3)
se ( e ( sono espressioni regolari allora anche ((((),((((), (* sono espressioni regolari.

Data un espressione regolare E su ( esiste un solo linguaggio ||E||((* rappresentato da E in modo ovvio.

3-
Un linguaggio L((+ è regolare sse L è rappresentabile da una espressione regolare su (
DIM:
Se E è una “regex” allora ||E|| è regolare



Se E = ( ( un automa che lo riconosce ( è regolare



Se E = a ( un automa che lo riconosce ( è regolare



…



Se E = z….

Se E1,E2.. sono regex e A1, A2 sono gli automi che che riconoscono ||E1||,||E2|| allora esiste un automa B che riconosce ||E1||(||E2|| ( E=E1(E2 è regolare

Inoltr esistono gli automi C e D che riconoscono ||E1||(||E2|| e ||E1||* e quindi anche F=E1(E2 e G=E1* rappresentano linguaggi regolari.

DIM (():
Se L((*è riconosciuto da un automa a stati finiti, allora esiste una espresione regolare E t.c. L=||E||h

A=<Q,q0,(,F> sia un automa det. che riconosce L




Q={q1,q2,…qn} (i,j,k=0…m




Ri,jK={x((*|((qi,x)=qj con stadi intermedi ql t.c. l(k}




Ri,j0={a((|((qi,a)=qj} con 0 stadi intermedi




L=
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linguaggio)




Dobbiamo provare che Rijm è rappresentato da una regex ( i,j,k




Per induzione K=0,1…m la proprietá è vera ( Rij0 (sono (() Supponiamo k(1, assumiamo Rijl sia rappresentato da una regex (l=0,1,…,k-1 e (i,j=1..m, dimostriamo che RijK è rappresentabile come regex



RijK= RijK-1((RikK-1(RkkK-1*(RkjK-1)( RijK è rappresentabile da regex

LINGUAGGI LIBERI DA CONTESTO:

Grammatica libera da contesto è una quartupla G=<V,(,S,P>


V=Insieme finito di variabili


(=Insieme finito di simboli terminali


S=Simbolo iniziale ( V


P=Insieme finito di produyioni della forma:



A(( dove A(V,(((((V)+
Derivazione in un passo: (x,y((V(()+

x(Gy se x=uAv, y=u(v con u,v ( (V(()*, A(V, (((((V)+, A(((P

Derivazione in G è la relazione (G* definita con la chiusura riflessiva e transitiva di (G
DEF:
Il linguaggio generato da G è L(G)={x((*|S(G*x}

DEF:
Un albero di derivazione per G è un albero ordinato etichettato t.c.


1)
Tutti i nodi sono etichettati con simboli in (V(()


2)
I nodi interni sono etichettati con elementi in V


3)
Se un nodo interno è etichettato da A(V e i suoi figli sono etichettati con u1u2…un nel loro ordine allora A(u1u2…un ( P

FORMA NORMALE DI CHOMSKY (per grammatiche libere da contesto)

DEF:
Una grammatica libera da contesto G=<V,(,S,P> è in forma normale di Chomsky se ogni produzione è del tipo A(a oppure A(BC con A,B,C(V, a(( (A,B,C possono essere uguali tra loro…)

PER CONVERTIRE UNA GRAMMATICA REGOLARE IN FORMA DI CHOMSKY

1)
Elimina le variabili inutili con le relative produzioni.

**
Restano solo le variabili utili, cioè A(V t.c.(x,y,z ((* (y(()



S(G*xAz(G*xyz

2)
Elimina le produzioni A(B A,B(V

**
Restano le produzioni A(( con ((( |(|=1 (((V(()+ |(|>1

3)
Per ogni a(( definisci Ra nuova variabile e Ra(a nuova produzione. Per ogni produzione A(( con |(|>1 definisci (’ ottenuto da ( sostituendo tutte le occorrenze di a(( con Ra(V

**
Le produzioni della forma A(aB diventano A(RaB con A,B, Ra(V, a((

Sostituisci le produzioni A(( con A((’ e inserisci in V gli Ra creati 

**
Le produzioni con |(’|=2 sono in forma di Chomsky

4)
Per ogni produzione A(B1B2…Bk con k(3, A,B1..Bk(V definisci D1, D2, …Dk-2(V e le produzioni A(B1D1, D1(B2D2, D2(B3D3, … Dk-2(Bk-1Bk.


Sostituisci tutte le produzioni della forma A(( con |(|(3 con le produzioni appena definite.

COME TROVARE LE VARIABILI INUTILI

LEMMA: ( un algoritmo t.c.


Input: G=<V,(,S,P> libera da contesto


Output: 1 Se L(G)(( altrimenti 0

Per verificare se una variabile A(V genera parole in (*, applico questo algoritmo a <V,(,A,P>

ALBERO DI DERIVAZIONE:

Prendo un cammino qualsiasi. Supponiamo sul cammino ci siano due nodi con etichetta A. Posso accorciare il cammino da S alle foglie, applicando al primo A le produzioni del secondo A (Tolgo il sottoalbero del primo A-il sottoalberodel secondoA) Per ogni coppia di nodi sullo stesso cammino dell’albero posso applicare il ragionamento, ottenendo un albero di altezza (#V

L’algoritmo per risolvere il problema esegue i seguenti passi:


1-Genera tutti gli alberi di derivazione in G con altezza =#V


2-Controlla se tra questi ne esiste uno le cui foglie sono tutte etichettate da simboli terminali in caso affermativo restituisce 1 altrimenti 0

PROP: ( Grammatica libera da contesto <V,(,S,P> t.c. L(G)(0, esiste una grammatica F libera da contesto e priva di simboli inutili t.c. L(F)=L(G)

DIM: Costruisco l’insieme R={A(V|(w((*:A(G*w} (uso l’algoritmo precedente)


T={A(((P|A(R, ( contiene solo variabili in R}


H=<R,(,S,T> vale che L(H)=L(G)


Calcola U={A(R|S(G*(A( per qualche ((} (U  contiene le variabili che derivano qualcosa, a cui posso arrivare da S)


(C è l’insieme delle variabiöli giá controllate…)


C=(

U ={S}


while U \C((


(x( U \C do




(p:(x(() (T do





(Vin(: U = U ({V}




C = C ({x}


end

W={A(((T|A( U* , ( contiene solo var in U }

F=<U,(,S,W> vale L(F)=L(G)

COME ELIMINARE LE DERIVAZIONI A(B

Derivazioni Leftmost

Una derivazione S(G(1(G(2(G … (G(n in una grammatica libera da contesto G=<V,(,S,P> (con (i ((V(()* (i=1…n) si dice leftmost se (i=1…n-1 (i(G(i+1 si ottiene applicando una produzione alla prima variabile a sinistra. 

PROP: In ogni grammatica libera da contesto G=<V,(,S,P> una parola (((V(()* puó essere derivata da S sse esiste una derivazione leftmost S(G*(
DIM 
(():
Ovvia


(():
Basta riordinare i singoli passi della derivazione.

OSS: Esiste una corrispondenza biunivoca tra alberi di derivazione e derivazioni leftmost

Esiste un algoritmo per calcolare su input A(V l’insieme delle B(V t.c. A(G*B

begin


V={A}


repeat



U=V


for B(U do (for B(C (P do)




if C( V then V= V({C}



until V= U (termino quando non ho aggiunto variabili)


end

Voglio trovare: R={A(((P|((V}


repeat



T=R



for A,b(V (A(B) do




if A(G*B (usando l’algorimto descritto precedentemente)





then for B(((T do






R=R({A(B}


until T=R

F=<V,(,S,P> e si dimostra S(F*W sse S(G*W. Se A(B1(B2…Bn(( (leftmost) allora usando l’algoritmo precedente A((
COME COSTRUIRE LE PRODUZIONI “BUONE”?


-(a(( aggiungi Ra alle variabili e Ra(a alle produzioni


-( A(a (P |(|>1 Sostituisci A(( con A((’ dove (’ si ottiene sostituendo a con Ra.


-Sostituisci ogni produzione della forma A(B1B2…Bk (k>2) con l’insieme di produzioni A(B1D1, D1(B2D2 … Dk-2(Bk-1Bk con D1…Dk-2(V

ALGORITMO CYK

Per verificare che una parola appartenga a un linguaggio libero da contesto specificato

PROBLEMA DI RICONOSCIMENTO PER L((*

Input: x((*

Output: 1 se x(L / 0 se x(L

Se L((* é libero da contesto esiste una grammatica libera da contesto G=<V,(,S,P> in forma normale di Chomsky che genera L:

Algoritmo CYK Su G in CNF: 1 se S(G*x / 0 altrimenti 

Risolvo il problema se trovo l’insieme delle variabili che generano x


U1n={A(V:A(G*x}

Troviamo le variabili che genrano parte della parola


x=a1a2…an ai((

Uij={A(V:A(G*aiai+1…aj}


si calcolano tutti gli Uij fino a U1n.


I sottoproblemi non sono indipendenti, sfrutto le dipendenze per non calcolare + volte la stessa cosa (Prog. Dinamica)

ES: A( U1n sse ( A(BC (P e (K{1..n-1}


B( U1k, C( Uk+1n

Se conosco U11, U12, … U1n-1, U2n, … Un-1n  posso calcolare U1n
Per costruire U1n noti U11, U12, … U1n-1, U2n, … Un-1n posso eseguire il seguente ciclo di istruzioni:


T=0


for k=1…n-1



for A(BC (P do




if B( U1k ( C( Uk+1n




T=T({A}


return(T)

Uii={A(V|A(ai(P}

(i,j(N i<j Uij puó essere calcolato da Uik Uk+1j con k=1…j-1

-algoritmo per calcolare Uin

begin



for i=1..n do Uii={A(V|A(ai(P}




for d=1..n-1
//distanza tra gli indici I e j





for i=1..n-d do






j=I+d






Uij=(





for k=i..j-1 do







for A(BC ( P do








if B( Uik ( C( Uk+1,j








Uij= Uij({A}




if S( Ui,k




then return 1





else return 0


end

PROP: Per ogni linguaggio libero da contesto L l’algoritmo CYK su un input di lunghezza n richiede un tempo di calcolo O (n³) e uno spazio di memoria O (n²)

LEMMA DI ITERAZIONE (PUMPING LEMMA) per linguaggi liberi da contesto

L((* libero da contesto, x(L x=uvwyz ( uvnwynz(L (n(N.

I linguaggi che non soddisfano tale condizione non sono liberi da contesto.

LEMMA: In ogni albero binario con k foglie l’altezza è ( (log2k(  ((parte intera superiore()






DIM: Per induzione su k


k=1 ovvia


supponiamo sia vero per k=1…n-1 dimostriamola per k=n


T sia un albero binario con n foglie e A (con k foglie) e B (con n-k foglie) i due sottoalberi della radice


h(T)=1+max{h(A),h(B)}


per ipotesi di induzione h(A)( (log2k( e h(B)( (log2(n-k)(

poiché uno dei due alberi ha almeno n/2 foglie (

h(T)(1+ (log2(n/2)(= (log2n(
Se una grammatica libera da contesto è in CNF i suoi alberi di derivazione sono binari

Per il lemma precedente, ogni albero di derivazione di una parola x((*, l’altezza è (log2|x|











u
v
w
y
z


Se h(T)>#V significa che l’albero non è minimo, cioè c’è almeno una ripetizione di una variabile sul cammino da S alle foglie. Il lemma di iterazione mi dice che posso ripetere piú volte il grupopo di produzioni che mi posrta da una A all’altra.


DEF: Lemma di Iterazione: ( linguaggio libero da contesto L((* esiste N>0 (N t.c. (x(L con |x|>N esistono 5 parole uvwyz t.c. 


1) x=uvwyz


2) |vwy|(N


3) |vy|(0


4) (i(N uviwyiz (L

N=2#V G=<v,(,S,P> in CNF

x(L t.c. |x|(N+1 : l’altezza di ogni albero di derivazione di x in G è ((log2(N+1)(>#V

Percorro il cammino dalle foglie alla radice e scelgo i primi due nodi con la stessa etichetta. ( tra la A piú vicina a S e le foglie, non ci sono altri nodi con la stessa etichetta ( h(#V ( |vwy| ( 2#V=N
vy(( perché i due nodi con la stessa etichetta sono distinti, e dato che in CNF ogni V deriva una foglia c’è almeno un simbolo terminale in vy (|vy|(1)

AUTOMI A PILA (PUSHDOWN AUTOMATA)

DEF: Un’automa a pila su ( è un sistema M=<Q,q0,(,Z,(,F> 


Q=Insieme finito di stati


q0(Q=Stato iniziale


(=Alfabeo di simboli della pila


Z((=Simbolo iniziale della pila


(=Qx(({(}x((PF(Qx(*) (PF=Parti finite)

Posso eseguire due tipi di mosse:


mossa tradizionale: ((q,a,A)={(q1,B1),(q2B2)…} con q,qi(Q A,Bi((, a ((
la macchina cambia di stato dopo aver letto un simbolo di ingresso e un simbolo dalla pila. Dopo il cambio di stato puó scrivere sulla pila e sposta la tstina di lettura.

(-mossa: ((q,(,A)={(q1,B1),(q2,B2)…} con q,qi(Q  A,Bi((
la macchina agisce ignorando i simboli di input, il cambio di stato dipende esclusivamente dal contenuto della pila.

DEF: Configurazione: Una configurazione di M è una stringa della forma q( q(Q, (((* dove q rappresenta lo stato corrente e ( la parola sulla pila. La configurazione iniziale è sempre q0Z

DEF: Relazione di transizione in un passo: (a((, (q,p(Q, (B((, (((((* (B( e (( sono il contenuto della pila. 


qB( a|-M p(( se (p,()(((q,a,B)


qB( (|-M p(( se (p,()(((q,(,B)

DEF : RELAZIONE DI TRANSIZIONE: 


(x((*, (p,q(Q ((,(((* q( x|-M p(
se esistono a1,a2,…an(( (t.c. x=a1a2…an)


p1,p2…pn(Q


(1,(2,…(n((* 


tali che piqi ai|-M pi+1qi+1 (i=1..n q=p1,(=(1 p=pn (=(n.

NB: Questo automa non è deterministico, in base ai simboli letti sceglie cosa fare.

DEF: L(M)={x((*|(p(F,((((*:q0Z x|-M p(}


L: linguaggio riconosciuto da M per stato finale.

DEF: N(M)={x((*|(p(Q:q0Z x|-M p(}


N: Linguaggio riconosciuto da M per svuotamento della pila.

AUTOMI A PILA NON DETERMINISTICI:

M=<Q,q0,(,Z,(,F> é deterministico se :


1)
(a((, (q(Q, (B(( ((q,(,B)(0 ( ((q,a,B)=(

2)
(b((({(}, (q(Q, (A(( ((q,b,A) contiene al piú un elemento di Qx(*.

NB: I linguaggi riconosciuti da automi a pila non deterministici NON sono riconoscibili da automi a pila deterministici.

PROP: Le classi dei linguaggi 

D:{L((*|L=L(M) M deterministico} (per stato finale)


N: {L((*|L=L(M) M non deterministico} (per stato finale) 


sono diverse, e D(N (sotoinsieme stretto)

PROP: Se un linguaggio L((* verifica L=L(M) (per stato finale) allora esiste un automa a pila non deterministico V t.c. L=N(V) (per svuotamento). Viceversa se L=N(M) allora esiste un automa a pila non deterministico V t.c. L=L(V)

DIM: Si aggiunge un simbolo iniziale e uno finale con nuove transizioni (pila vuota ( stato finale / stato finale ( pila vuota)

PROP: Un linguaggio L((* è libero da contesto sse ( un automa a pila M (non det.) t.c. L=N(M) (per svuotamento)

DIM: Basata sulla forma normale di Greibach: A(a( ((V*.

G regolari
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